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Capitulo 1

Introducao

Um projeto de um sistema de controle compreende, de uma maneira geral,
as seguintes etapas (Kheir et al., 1991; Stephan, 1991):

1. Modelagem /identificagdo do sistema a ser controlado;

2. Projeto de controladores que satisfacam as especificagoes de desem-
penho e estabilidade relativa exigidas;

3. Simulagao utilizando computadores digitais;

4. Implementacao do controlador no sistema real.

Note que as fases acima podem vir a constituir um ciclo com diversas
repeticoes. Isto se deve ao fato de que durante a modelagem de um sistema
fisico (planta), s@o feitas varias hipdteses simplificadoras (linearidade, por ex-
emplo) . Assim, ao se implementar um sistema de controle utilizando-se um
controlador projetado a partir de um certo modelo matemaético, o sistema real
pode vir a ter um comportamento diferente daquele inicialmente previsto na
simulagao. Algumas vezes, as especifica¢oes de desempenho/estabilidade po-
dem nao ser satisfeitas quando da implementagao do controlador no sistema
real, embora tivessem sido plenamente verificadas nas simulacoes. Neste caso,
torna-se necessario projetar um novo controlador ou até mesmo desenvolver
um novo modelo matemético para a planta. Outro aspecto a ser observado
é que, se durante a etapa de projeto/simulacao as especificagoes de desem-
penho/estabilidade nao forem atendidas para um determinado compensador
com uma certa estrutura (controlador PI, por exemplo), uma nova estrutura
para o controlador — ou até mesmo uma nova metodologia de projeto — deve
ser adotada. Pode-se, até mesmo, em alguns casos, verificar se ha alguma
possibilidade de se relaxar as especificacoes.

No Laboratorio de Sistemas de Controle I, procuraremos abranger todas
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Figura 1.1: Circuito elétrico equivalente para o grupo motor-gerador com
sensor de velocidade (tacometro)

as fases de um projeto de um sistema de controle por realimentacdo. A planta
a ser adotada é a de um grupo motor-gerador cujo circuito equivalente esta
representado na figura 1.1, onde v,(t) representa a tensao nos terminais da
armadura do motor, v;(t) a tensao nos terminais do tacometro (proporcional
a velocidade angular do gerador) e i4(t) denota a corrente fornecida pelo
gerador quando uma carga é conectada aos seus terminais.

Ao se formular um problema de controle, o primeiro passo é a definicao
da grandeza a ser controlada. Em nosso caso, a grandeza escolhida sera a
velocidade angular do gerador. A motivacao para esta escolha esta no fato de
que na geracao de tensoes alternadas senoidais, a freqiiéncia angular deve ser
mantida dentro de um intervalo bastante rigido. Como a freqtiéncia angular é
proporcional a rotacao do motor, o controle da velocidade angular do gerador
surge como um objetivo claro de projeto. Nos sistemas de poténcia, a tnica
diferenca da planta aqui adotada é a substituicao do gerador de corrente
continua (CC) por um de corrente alternada (CA).

De uma forma mais detalhada, o problema de controle a ser perseguido
aqui pode ser enunciado da seguinte forma: projete um controlador de tal
forma que o sistema realimentado: (i) seja estavel; (ii) tenha erro de estado
permanente nulo para uma determinada velocidade de referéncia; (iii) rejeite
assintoticamente (quando o tempo tende para infinito) perturbagdes que, no
sistema em estudo, sao decorrentes da introducao de cargas nos terminais
do gerador; tais cargas, ao demandarem corrente do gerador, aumentam o
torque resistivo no eixo do motor, fazendo com que a velocidade de rotacao



do grupo diminua.

No projeto de sistemas de controle, o engenheiro é geralmente assis-
tido por programas computacionais tais como o MATLAB ou SIMULINK
(MathWorks, 1996). Em nosso projeto utilizaremos o SIMULINK para a
simulacao do sistema projetado e o MATLAB como ferramenta auxiliar de
projeto. Uma breve introdugdo a programacao em ambiente MATLAB sera
apresentada no capitulo 2. No capitulo 3 sera desenvolvido um modelo
matematico para a planta e em seguida os parametros da funcao de trans-
feréncia do sistema serao identificados. O método de identificagao adotado é o
da resposta em freqiiéncia, utilizando-se dois procedimentos distintos: (i) os
diagramas de Bode, que permitem a determinagao dos polos e zeros da fungao
de transferéncia do sistema a partir do tracado de assintotas e (i) o método
dos minimos quadrados, que ajustam as curvas de resposta em freqiiéncia
de uma funcao de transferéncia de uma certa ordem aos pontos obtidos em
laboratério de tal sorte que a soma dos quadrados das distancias entre os
pontos obtidos experimentalmente e aqueles a partir da funcao identificada
(ambos tomados em freqiiéncias idénticas) seja minima. No capitulo 4 serd
feito o projeto de um sistema de controle de velocidade para um grupo motor-
gerador. Serdao também realizadas simulagoes objetivando-se nao s6 ilustrar
0s objetivos da realimentacao como também mostrar a importancia de pro-
gramas computacionais tais como o MATLAB e o SIMULINK no projeto de
sistemas de controle. Finalmente, no capitulo 5 sera feita a implementacao
do controlador de velocidade desenvolvido no capitulo 4.

E importante ressaltar que, embora aplicado a um sistema especifico, a
abordagem aqui apresentada pode ser aplicada a diversos outros sistemas
fisicos. Assim sendo, caso o aluno venha a se deparar com um processo
diferente daquele que estamos considerando neste laboratério, os mesmos
passos que levaram a solucdo do problema aqui apresentado poderao ser
seguidos na solucao do problema em questao.
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Capitulo 2

Programando em MATLAB

Uma das principais razdes do sucesso da programagao em ambiente MAT-
LAB nos meios cientificos é certamente a possibilidade que o usuério tem de
manipular matrizes, vetores, polinomios e diversas funcoes matematicas de
forma idéntica a que estd acostumado a fazer no dia-a-dia. A idéia central
dessa linguagem é transportar para um ambiente computacional os mesmos
simbolos e convengbes da matemética — dai o nome MATLAB. Para tanto, o
MATLAB néo s6 dispoe de funcoes pré-definidas como também permite que
o usudrio desenvolva suas préprias fungoes. Isto fez com que essa linguagem
crescesse, uma vez que mais e mais fungoes foram desenvolvidas, aumentando
cada vez mais o potencial e a sua aplicabilidade a diversos campos da ciéncia.

No projeto de sistemas de controle, o MATLAB é também uma poderosa
ferramenta. Além de realizar os cdlculos, que em geral sao longos, tediosos
e de grande probabilidade de ocorréncia de erro quando realizados pelo ser
humano, o MATLAB tem uma excelente interface gréifica que auxilia o en-
genheiro de controle a verificar se o sistema compensado com o controlador
projetado satisfaz as especificagoes de projeto. Outro aliado importante do
engenheiro de controle é o programa SIMULINK, que faz simulacoes de sis-
temas lineares e nao-lineares, discretos e continuos no tempo. Uma vez pro-
jetado um controlador, pode-se inseri-lo no sistema e realizar a simulacao,
quando se podera verificar se tal controlador satisfaz as especificagoes de
desempenho.

Neste capitulo apresentaremos alguns tépicos sobre programacao em am-
biente MATLAB visando o seu uso em desenvolvimento de programas para
identificacao de sistemas e no projeto de sistemas de controle. Evidentemente
ha muito mais do que sera apresentado aqui. Recomenda-se ao aluno mais
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interessado consultar os manuais do MATLAB e do SIMULINK.

2.1 Modos de programacao

Ao iniciar o MATLAB, estando o usuario em ambiente WINDOWS, sera
aberta uma janela. Esta janela define um espago de trabalho. O espaco de
trabalho nada mais é do que uma area de memoéria onde serao armazenadas
as variaveis que vierem a ser definidas pelo usuario. Além dessas varidveis, o
usudrio, dentro de um espago de trabalho tem acesso a: (i) fungdes definidas
pelo MATLAB; (i) fungoes desenvolvidas pelo usudrio, desde que estejam
armazenadas no proprio diretério em que o usuario esteja trabalhando ou em
diretérios que constem do caminho de busca do MATLAB.

A programacao em ambiente MATLAB pode ser feita nas seguintes for-
mas:

1. Modo imediato;
2. Utilizando um arquivo de comandos;
3. Utilizando arquivos de fungoes.

No modo imediato, uma linha de comando é executada tao logo a tecla
<enter> é pressionada. Com um arquivo de comandos pode-se executar uma
série de instrugoes como se estivesse no modo imediato. A vantagem do ar-
quivo de comandos sobre o modo imediato é que todos os comandos ficam
guardados para uso futuro. A tnica desvantagem desse tipo de arquivo é
que, rigorosamente falando, o usuario continua no modo imediato e, por-
tanto, todas as varidveis que aparecam em um arquivo de comando virao a
fazer parte do espago de trabalho do usuario. Isto aumenta a drea de meméria
em uso pelo MATLAB e pode ter o incoveniente de alterar o valor de alguma
varidvel caso um novo valor seja atribuido a ela quando da execucao do ar-
quivo de comando. Este problema nao ocorre quando se utiliza um arquivo
de funcoes. Neste caso o MATLAB define uma nova drea de memoria para
armazenamento das variaveis a serem definidas no arquivo de fungoes, per-
mitindo assim que varidveis de mesmo nome que aquelas em uso no espago
de trabalho sejam definidas em um arquivo de fungoes sem, contudo, alterar
o valor daquelas definidas pelo usuario.
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2.1.1 Modo imediato
Uso de virgula(,), ponto-e-virgula (;) e reticéncias (...)

Comandos em uma mesma linha de comando podem ser separados por virgula
(,) ou ponto-e-virgula (;) produzindo o mesmo efeito, exceto que no primeiro
caso o resultado da operacao é mostrado na tela. Caso uma linha de coman-
dos seja demasiadamente longa, ela pode ser continuada na linha seguinte
bastando para isso que a linha anterior termine com reticéncias seguida de
<enter>. Neste caso o MATLAB somente ird executar a seqiiéncia de co-
mandos quando a tecla enter for pressionada sem que tenha sido precedida
de reticéncias.

Exemplo 2.1

>> a=2; b=5; <enter>. Neste caso, o MATLAB armazena 2 e 5 nas
posicoes de memoria a e b, respectivamente, porém nao exibe os valores
armazenados das varidveis.

>> a=2, b=5 <enter>. Esta linha de comandos produz o mesmo efeito
que a linha de comando acima, exceto que a mensagem a=2 e b=5 ¢é exibida
na tela.

>> ¢ = a+b; <enter>. Aqui o MATLAB armazena o valor 7 na posi¢ao
de memoria c, mas nao exibe na tela o seu contetdo.

Caso se deseje, posteriormente, saber o valor de uma determinada varia-
vel, basta digitar o nome dessa variavel seguida de <enter>. Por exemplo:

>> ¢ <enter> faz com que o MATLAB exiba na tela a mensagem ¢ = 7.
O

Comandos importantes no modo imediato

Iremos agora apresentar alguns comandos que sao geralmente usados no modo
imediato. Esses comandos sao usualmente empregados para mudanca do di-
retério de trabalho (chdir), para listar todas as varidveis que estdao sendo
utilizadas pelo usuério (who e whos), para gravar as varidveis em um arquivo
.mat (save), para carregar no espago de trabalho as varidveis armazenadas
em um arquivo .mat (load), para apagar determinadas varidveis do espago
de trabalho (clear) e para gravar em um arquivo de texto todos os co-
mandos e mensagens de uma dada segao (diary). Na forma geral dos co-
mandos a serem apresentados a seguir, <caminho> denota um determinado
atalho, como por exemplo, c:\usudrio\matlab\labcontl, <varidveis> de-
nota uma lista contendo uma ou mais varidveis definidas pelo usuario, <ar-
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quivo> representa um nome de arquivo cuja terminacdo (.txt, .mat ou .m)
ficard clara no contexto. Uma descricado mais detalhada desses comandos é
dada a seguir:
1. chdir, cd: mostram o diretério de trabalho atual;
chdir <caminho>: muda para o diretério especificado em <caminho>.
O comando cd, tem a mesma sintaxe de chdir e produz o mesmo efeito.

2. who: lista todas as varidveis em uso no espaco de trabalho. Note que
variaveis definidas pelo usudrio, mas ja apagadas, nao sao listadas.

3. whos: lista na tela todas as varidveis em uso e as correspondentes
dimensoes.

4. save: armazena todas as varidveis em uso no arquivo matlab.mat;
save <arquivo> <varidveis>: guarda todas as varidveis da lista
<varidveis> no arquivo <arquivo>.mat.
O exemplo seguinte ilustra o uso do comando save. Note que os valores
atribuidos as variaveis sao aqueles do exemplo 2.1, acima.

Exemplo 2.2

>> save aula a b<enter>. Inicialmente, MATLAB cria um arquivo de-
nominado aula.mat e em seguida armazena as variaveis a e b nesse arquivo.
Caso o arquivo aula.mat ja existe, MATLAB apaga o seu conteudo antes de
guardar as variaveis.

>> save aula <enter>. Armazena as varidveis a, b e ¢ no arquivo
aula.mat.

>> save <enter>. Cria um arquivo matlab.mat e armazena nele as va-
ridveis a, b e c. o

5. load <arquivo>: transfere todas as varidveis armazenadas em <ar-
quivo>.mat para o espago de trabalho. Por exemplo, o comando

>> load <enter>
localiza o arquivo matlab.mat e em seguida traz para o espago de trabalho as
variaveis nele armazenadas. Caso haja alguma varidavel no espago de trabalho
de mesmo nome que uma outra armazenada em <arquivo>.mat, ela serd
substituida pela varidvel que estd sendo carregada, isto é, aquela armazenada
em <arquivo>.mat.

6. clear: apaga todas as varidveis do espaco de trabalho.
clear <varidveis>: apaga somente as varidveis listadas em <varia-
veis>. Por exemplo, ao se digitar
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>> clear a <enter>
0 usudrio ird apagar somente a variavel a.

7. diary <caminho\arquivo>: grava no arquivo <caminho><arquivo>
todos os comandos e mensagens de uma secao. Note que a terminacgao do
arquivo, .txt por exemplo, deve fazer parte de <arquivo>. Este comando
difere do comando save no seguinte aspecto: enquanto o comando save
apaga o conteido do arquivo onde serao armazenadas as varidveis, diary
acrescenta a mais recente mensagem ao conteido do arquivo. O comando
diary é 1til quando se deseja fazer um memorial do trabalho para consulta
posterior.

diary off suspende a gravagao dos comandos e mensagens no arquivo
<arquivo>.

2.1.2 Arquivo de comandos

Os comandos editados em um arquivo de comandos podem ser executados
diversas vezes. Para isso, basta digitar o nome do arquivo, sem a terminagao
.m, que 0 MATLAB executard todos as linhas de comandos do arquivo como
se estivesse no modo imediato. A construcao e a execucdo um arquivo de
comandos segue os seguintes passos:

1. A partir do MATLAB, criar um bloco de notas <arquivo>.m;

2. Editar o arquivo <arquivo>.m com comandos a serem executados
como se estivesse no modo imediato. Apds alguma modificagdo no arquivo
<arquivo>.m, deve-se gravar o arquivo, para que a alteragdo possa ser con-
siderada pelo MATLAB na préxima vez que esse arquivo for executado.

3. Para executar os comandos do arquivo <arquivo>.m basta digitar
<arquivo> <enter>.

Exemplo 2.3: Suponha que no arquivo seql.m, sejam editados os seguintes
comandos:

c=[1:2:10];d=[2:2:10];

e=c’;f=c’*d;g=c*d’;

h=c.*d;1l=c./d;

Ao se digitar, na janela de comandos do MATLAB,

>> seql <enter>
o programa MATLAB, inicialmente, verifica se existe no espaco de trabalho
alguma varidvel denominada seql. Caso nao encontre, MATLAB entao
procura no diretério de trabalho por um arquivo de comandos de nome
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seql.m. Encontrando o arquivo, executa os comandos editados nele. Caso
contrario, procura em todos os caminhos de busca por um arquivo de coman-
dos seql.m. Exemplos de caminhos de busca sao:
c:\usudrio\matlab\labcontl

c:\usudrio\matlab\labcont2 O

No exemplo considerado, se o usudrio estiver no mesmo diretério em que
armazenou o arquivo seql.m, entdao a seqiiéncia de comandos acima serd
executada apds seql <enter>. Caso contrario, o MATLAB iniciard uma
procura em todos os caminhos de busca. Nao achando, a mensagem

??? Undefined function or variable seql.
serd exibida na tela. E importante ressaltar que, se o arquivo seql.m for
gravado em dois diretérios, MATLAB executard aquele que estiver armaze-
nado no diretdrio pertencente ao caminho de busca que aparece em primeiro
lugar.

2.1.3 Arquivos de fungoes

Quando um arquivo de comandos é executado, todas as varidveis nele defi-
nidas passam a fazer parte do espacgo de trabalho. Além de aumentar a drea
de memdéria utilizada pelo MATLAB (o que pode muitas vezes torna lenta a
execucao de comandos, visto que o MATLAB pode vir a ter que armazenar
varidveis no disco rigido), isto faz com que o usudrio tenha no seu espago de
trabalho um numero, as vezes, excessivamente grande de varidveis. Outro
aspecto a ser ressaltado é que, ao se usar arquivos de comandos, deve-se ter o
cuidado de usar nomes de varidveis diferentes daquelas do espago de trabalho,
no caso de nao se querer modificar o conteido delas.

Esses problemas sao, em parte, solucionados com o emprego de arquivos
de fungoes. Ao se executar uma funcao, o MATLAB define um novo espago de
trabalho diferente daquele definido inicialmente pelo usudrio. Isto permite
que varidveis de mesmo nome sejam definidas simultaneamente no espaco
de trabalho e num arquivo de fungoes. O espaco de trabalho definido ao
se executar uma funcdo ird, como no caso da execucao de um arquivo de
comandos, aumentar a area de memoria utilizada pelo MATLAB. Contudo,
diferentemente do que ocorre quando se usa um arquivo de comandos, essa
area sera liberada apds a execucao da funcao.

Para se criar uma funcao, procede-se da seguinte forma:

1. Cria-se um arquivo <fung&o>.m;

2. A primeira linha de execucao desse arquivo deve ser:
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function [y1,y2,...,yn] = <fungio>(x1,x2,...,xm);
onde x1,x2,...,xm sdo as variaveis de entrada e y1,y2,...,yn sdo as va-
ridveis de saida. Note que o nome da funcao, definido em <fung¢&o>, deve ser
o mesmo do arquivo onde ela foi editada.

3. Antes do primeiro comando a ser executado, pode-se escrever alguns
comentarios para orientacao dos possiveis usudarios daquela funcdao. Toda
linha de comentario se inicia com o sinal %.

4. Ao se digitar

>> help <fungdo> <enter>
sdo exibidos, na janela aberta para o MATLAB, os comentdrios iniciais do
arquivo <funcg&o>.m, isto é, aquelas iniciadas com % que precedem uma linha
de comandos ou uma linha totalmente em branco.

Exemplo 2.4: Criar um arquivo de fungoes para calcular a norma euclideana
(norma-2) de um vetor x = [x1 2 ... T, ]

Inicialmente, lembre-se de que a norma euclideana de um vetor é definida
como:

|2 lle= /2t +af +-- +a2 = @) "2 21)

A funca@o que calcula || z ||2 deve, portanto, executar a equagao (2.1), o

que requer que a varidvel de entrada seja um vetor (x) de dimensao n e a

saida um escalar (y) representativo da norma-2 de z. Se norma2.m é o nome

do arquivo onde esta fungao serd editada, entdo esse arquivo poderia ter o
seguinte conteudo:

% y=norma2(x) : calcula a norma euclideana de um vetor
% onde: x : vetor de entrada (vetor coluna)
yA y : mnorma euclideana de x

/A
function y=norma2(x);
y=sqrt (x’*x); U

Observe que digitando-se

>> help norma2 <enter>
as 4 primeiras linhas do arquivo serao exibidas na janela do MATLAB, porém
o simbolo % nao sera exibido. Por exemplo

>> x=[1 2 2]’ ;y=norma2(x) ;<enter>
faz com que MATLAB execute a fungdo norma2 para o vetor x, armazenando
na variavel y o valor 3. Verifique!
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Para que o resultado da funcao acima seja realmente a norma euclideana
do vetor z, x deve ser um vetor coluna. Caso contririo x’*x sera uma
matriz e a saida y serd uma matriz m X m cujos elementos sao as raizes
quadradas de x;x;, onde x; e x; denotam as componentes i e j do vetor z.
Uma outra particularidade da fungao acima é o uso do comando sqrt, que
é uma fungao pré-definida pelo MATLAB. Em um arquivo de fun¢do podem
ser usadas outras fungoes quer sejam definadas anteriormente pelo usuario
ou pré-definidas pelo MATLAB. Essas tiltimas permitem a manipulacao de
matrizes, vetores, polinémios e outras funcoes matemdticas de uma forma
robusta, isto é por algoritmos que nao sao susceptiveis a problemas de mau
condicionamentos.

Na secao seguinte serao apresentadas algumas fungoes pré-definidas pelo
MATLAB. Essas funcoes foram escolhidas tendo em vista sua importancia
no desenvolvimento de programas para o projeto de sistemas de controle.

2.2 Funcoes pré-definidas pelo MATLAB

A caracteristica principal do MATLAB ¢ tratar indistintamente escalares,
vetores e matrizes como sendo matrizes. Por exemplo, a varidvel a=3 é para
o MATLAB uma matriz de dimensao 1 x 1; um vetor de dimensdo n é, na
verdade, uma matriz de dimensoes n x 1 ou 1 X n, dependendo de se tratar
de um vetor coluna ou de um vetor linha. Assim sendo, tanto o argumento
(entrada) de uma fungao como o valor que ela retorna (saida) sdo matrizes,
embora para o usuario tratam-se simplesmente de vetores ou até mesmo
escalares.

Para se definir uma matriz, deve-se fornecer cada um dos seus elementos.
Por exemplo, a matriz

Ao [ 1 2,2 3 }

4,6 5 6

pode ser armazenada na varidavel a das seguintes formas:

(i) Fornecendo-se cada um dos elementos da matriz:

>> a(1,1)=1;a(1,2)=2.2;a(1,3)=3; <enter>

>> a(2,1)=4.6;a(2,2)=5;a(2,3)=6; <enter>

(ii) Entrando com os elementos da matriz entre colchetes ([ 1), sendo
os elementos de uma mesmas linha separados por virgula (,) ou espagos em
branco e as linhas da matriz por ponto-e-virgula (;):

>> a=[1,2.2,3;4.6,5,6] <enter>
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>> a=[1 2.2 3;4.6 5 6] <enter>
Deve-se tomar o cuidado para, no caso de nimeros com parte decimal, separar
a parte inteira da parte decimal usando ponto (.);

O acesso a qualquer elemento de uma matriz que tenha sido anterior-
mente definida, e que ainda esteja armazenada no espaco de trabalho, é feito
de forma semelhante, isto é, fornecendo-se a posicao do elemento desejado.
Suponha, entdo, que os elementos de uma matriz M : p X ¢ tenham sido
armazenados na variavel m.

(i) Para se ter acesso ao elemento (i, j) de m faz-se m(i,j). Por exemplo,
para modificar o elemtno (1,3) da varidvel a, acima, fazendo-o igual a 7,
basta digitar:

>> a(1,3)=7 <enter>

Para se armazenar o elemento (1,2) na varidvel x, faz-se:

>> x = a(1,2) <enter>

(7i) Fazendo-se m(vetorlinha,vetorcoluna) forma-se uma submatriz de
uma dada matriz m, formada pelos elementos comuns as linhas cujos indices
sao dados no vetor vetorlinha e as colunas indicadas pelas componentes do
vetor vetorcoluna. Por exemplo, para se tomar os elementos da intersecao
das linhas 1 e 2 e das colunas 2 e 3 de a e armazend-las em x, deve-se fazer:

>> x = a([1 2],[2 3]) <enter>

(iii) Para ter acesso a coluna j da matriz m faz-se m(:,j). Por exemplo,
para atribuir a terceira coluna da matriz a, acima, a varidvel x, faz-se:

>> x = a(:,j) <enter>

(iv) Analogamente, a coluna i de uma matriz m pode ser acessada fazendo-
sem(i,:). Por exemplo, suponha que se queira armazenar a linha 2 da matriz
a, acima, em x. Para tanto, deve-se fazer

>> x = a(i,:) <enter>

Algumas matrizes nao requerem que o usuario entre com todos os seus
elementos. Sao elas: as matrizes identidade e diagonal, a matriz cujos ele-
mentos sdo todos iguais a 1 ou zero. A atribuigao dessas matrizes a varidveis
¢ feita da seguinte forma:

(i) i = eye(m) : atribui-se & varidvel i uma matriz identidade de ordem
m;

(ii) d = diag([dl d2 ... dm]) : forma uma matriz diagonal d, m xm,
cujos elementos da diagonal principal sao d1,d2, ... ,dm;

(7ii) um = ones(m,n) : cria uma varidvel um, m x n, em que todos os
elementos sao iguais a unidade;
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(iv) z = zeros(m,n) : forma uma matriz z, m X n, cujos elementos sao
todos iguais a zero.

O MATLAB possui um conjunto de fungoes pré-definidas que permitem
manipular matrizes e vetores de forma andloga a que o engenheiro esta acos-
tumado a fazer no seu dia-a-dia. Estas fungoes sdo apresentadas a seguir.

2.2.1 Funcoes para manipulagao de matrizes

Sejam
ail a2 AT b11 b12 e blq
a1 a2 ... QA9n b21 bgg PN bgq
A= ) ) ) e B=
aml am2 ... Omn bp1 bp2 e bpq

matrizes de dimensdes m X n e p X ¢, respectivamente, com elementos per-
tencentes ao conjunto dos nimeros complexos. Suponha que as matrizes A
e B tenham sido armazenadas nas varidaveis a e b, respectivamente. Entao:

(i) [m,n]=size(a) : armazena, respectivamente, nas varidveis m e n, o

numero de linhas e de colunas da matriz a ;
m=size(a,1) : armazena na variavel m o nimero de linhas de a;
n=size(a,2) : armazena em n o numero de colunas de a.

(ii) c=a*b : calcula o produto das matrizes a e b (se n = p) e armazena
na variavel c. Quando n # p, MATLAB retorna uma mensagem de erro.

(111) c=a.*b e c=a./b : forma uma matriz C tal que ¢;; = a;jb;; e ¢jj =
a;j/bij, respectivamente, e armazena o resultado na variavel c. Este comando
requer m=pen = q.

(iv) c=inv(a) : calcula a inversa da matriz armazenada na varidvel a (se
m = n) e armazena na variavel c.

(v) c=det(a) : calcula o determinante da matriz armazenada em a, ar-
mazenando o resultado na variavel c.

(vi) c=a+b e c=a-b : computa, respectivamente, a soma e a subtracao das
matrizes a e b e as armazena em c.

(vii) [w,1]1=eig(a) : retorna a matriz w, cuja i-ésima coluna é formada
pelo o i-ésimo autovetor de a associado ao i-ésimo autovalor e uma matriz
diagonal 1, cujo elemento (i,7) corresponde ao i-ésimo autovalor de a.

1l=eig(a) : retorna um vetor de dimensao n cujas componentes sao
os autovalores de a.
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2.2.2 Funcgoes matematicas elementares

Seja Z : m x n, uma matriz cujo elemento 7,5 é z;; =| 2 | el%i = Tij + JVij
e assuma que a matriz Z tenha sido armazenada na varidvel z. Tem-se que:
(i) w = abs(z) retorna uma matrix w cujo elemento (i,7) é w;j =| z;; |;

(i) w = angle(z) retorna uma matriz w cujo elemento (4, j) é w;; = 6;5,
em radianos;

(111) w = real(z) é uma matriz onde w;; = x;;;

(tv) w = imag(z) ¢ tal que w;; = y;j;

(v) w = conj(z) retorna uma matriz w tal que w;; = T4 — jyij;

(vi) w = 2’ calcula uma matriz W = Z* = Z' (associada da matriz Z),
isto é w;j = xj; — jyj; e armazena na varidvel w;

(vii) w = exp(z) retorna uma matriz cujo elemento (4, j) € w;j =exp(z;;);

(viii) w = log(z) retorna uma matriz onde w;; = In(z;; + jyi;);

(iz) w = logl0(z) produz uma matriz em que w;; = log(x;; + jyij);

(x) w=sin(z), w=cos(z), w=tan(z), w=acos(z), w=asin(z) e w=atan(z)
calculam matrizes W tais que w;; = Sen (z;5), wi; = Cos (2i5), wij = tg (2i5),
w;j = arc Cos (z;;), wi; = arc Sen (z;) e w;; = arc tg (z;;), respectivamente,
armazenando o resultado na varidvel w. Note que: (a) as fungoes sin, cos e
tan assumem que os argumentos sao expressos em radianos; (b) os angulos
retornados pelas funcbes acos, asin e atan sao expressos em radianos.

E importante salientar os seguintes pontos relativos ao uso dos comandos
acima:

(1) quando se desejar obter a transposta de uma matriz e ndo o conju-
gado complexo da sua transposta (associada), deve-se proceder de uma das
seguintes formas: w = z.’ ou entdao w = conj(z’);

(2) deve-se tomar cuidado ao usar os comandos log e 1og10 — o primeiro
calcula o logaritmo neperiano, enquanto o tltimo retorna o logaritmo decimal.
Os exercicios propostos 2.1 e 2.2, ao final deste capitulo, servirao para ilustrar
o uso dos comandos apresentados acima.

2.2.3 Manipulacao de vetores

Para o MATLAB, vetores sao, na verdade, matrizes nas quais uma das di-
mensoes (numero de linhas ou colunas) é igual a 1. Portanto, podem ser
manipulados de forma idéntica a que é feito para as matrizes. Por exemplo,
o vetor v = [ 1 25 7 } pode ser definido das seguintes formas:

(1.3) >> v(1,1)=1;v(1,2)=2.5;v(1,3)=7; <enter>

(1.ii) >> v=[1 2.5 7]; <enter>
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(1.ii1) >> v=[1,2.5,7]; <enter>

Caso se tratasse de um vetor coluna, (w = v'), poder-se-ia definir uma
variavel w como se segue:

(2.4) >> w(1,1)=1;w(2,1)=2.5;w(3,1)=7; <enter>

(2.4) >> w=[1 2.5 7]’; <enter>

(2.40i) >> w=[1;2.5;7]; <enter>

Apesar de considerar todas as varidveis como sendo matrizes, o MATLAB
é capaz de reconhecer quando se trata de um vetor. Para isso, basta que uma
das dimensoes seja igual a 1 ou que, ao se definir o vetor, apenas uma das
dimensoes seja dada. Neste tdltimo caso, o MATLAB armazenari o vetor
como sendo um vetor linha. Desta forma, para se definir os vetores v e w,
acima, poder-se-ia substituir as intrugdes (1.i) e (2.i) por:

>> v(1)=1;v(2)=2.5;v(3)=7;w=v’; <enter>.

Outro aspecto importante na definicao de um vetor é quando as compo-
nentes formam uma seqiiéncia. Por exemplo, para armazenar a seqiiéncia

Sf:[al a1 +r a1 +2r ... an],

onde a,, = a1 + nr, na variavel sf faz-se

>> sf=[al:r:an] <enter>;
Deve-se salientar que, caso a, nao fosse um elemento da seqiiéncia, o ultimo
elemento do vetor sf seria o maior valor tal que a1 + kr < a,, para um dado
k. E importante lembrar que pode também ser feito o armazenamento de
uma seqiiéncia decrescente. Para tanto, a; deve ser maior que a, e r deve
ser negativo.

MATLAB também possui fungoes especiais para a manipulagao de ve-
tores. Sejam

r = [1‘1 Xro ... {L‘n]
U1
Y2

Yy = .
Ym

vetores de dimensoes n e m, respectivamente, e assuma que x e y estejam
armazenados nas varidveis x e y. Os seguintes comandos sao especialmente
usados na manipulacao de vetores:

(i) length(x) e length(y) retornam as dimensoes dos vetores x e y (n
e m, respectivamente);
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(7) norm(x,p) retorna a norma-p do vetor z (||z||,). Deve ser ressaltado
que a funcao norm permite que o vetor, cuja norma-p se deseja calcular, seja
linha ou coluna. Lembre-se de que, a norma-p de um vetor x é definida como

lzll, = (D | 7)Y
i=1

e, portanto:

n

lzli = >l
i=1
n

(O i )2

=1

[12l2

(#i) [mx,il=max(x). Se x é um vetor cujas componentes sao numeros
reais, entao mx é o maior valor de x e i corresponde a posi¢ao onde o maximo
ocorre. Caso x tenha duas componentes onde os valores méaximos ocorrem, i
corresponderd a componente onde o valor maximo ocorre primeiro. Quando x
é um vetor complexo, mx correpondera & componente de maior valor absoluto
de x e i correponderd ao indice dessa componente.

(iv) hflip=fliplr(x) e vflip=flipud(y) retornam os seguintes vetores:

ﬁﬂip = [CCn Tpn—1 ... X9 .Tl]
- U -
Ym—1
Yfip = :
Y2
L Y1

Exemplo 2.5: Escreva um arquivo do tipo fungoes para calcular a derivada
de um polindémio de qualquer grau.
Seja
p(z) = pox” + pra™ !+ per P+ L+ Pz + Py

um polinémio de grau n. Sabe-se que a derivada de p(x) é dada por:

d
S =m0z 4 (n = Dp1a” Tt 4 4 2Py 0T D
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sendo, portanto, um polinémio de grau n — 1. A funcéo a seguir calcula a
derivada de p(x) em relacao a x:

% DERIVADA : calcula a derivada de um polinomio p(x)

% pderiv = derivada(p)

/A

% onde p = [po pl p2 ... pnl] sao os coeficientes do

% polinomio

/A

function pderiv = derivada(p);

n=length(p)-1;pderiv=[n:-1:1].*p(1:n);

Agora, verifique se o programa esta correto, calculando a derivada em
relacdo a = do polinémio p(x) = 523 + 222 — x + 1. O

Exemplo 2.6: Escreva um arquivo de comandos para calcular o instante
de pico, o percentual de ultrapassagem, o valor maximo e o valor de estado
permanente da resposta ao degrau do sistema cuja fungao de transferéncia é

0,6618

G(s) = .
(5) =7 1,0069s + 0, 6618

Considere que o intervalo de simulacao seja de 0 a 20s
% INDICES : calcula indices de desempenho de um sistema
% [tp,po,ymax,yss] = indices(t,y)
yA

% onde : y : vetor contendo as repostas correspondentes
% aos instantes de simulacao armazenados no
/A vetor t

% t : vetor contendo os instantes de simulacao

% tp : tempo de pico

% po : percentual de ultapassagem

% ymax : valor maximo da resposta

% yinf : valor de estado permanente da

b

function [tp,po,ymax,yinf] = indices(t,y);

% calculando o ponto de maximo e o instante onde
%0 maximo ocorre:

[ymax,i]=max(y);tp=t(i);

% calculando o valor de estado permanente:
yinf=y(length(y));
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% calculando o percentual de ultrapassagem:
po=(ymax-yinf) /yinf=*100; O

Para se executar este programa, torna-se necessario, inicialmente, definir
os vetores t e y. Supondo que os instantes de simulagao estejam espacados
de 0.1s, tem-se que t sera definido da forma seguinte:

>> t=[0:0.1:20]; <enter>

Para obter y, deve-se usar a funcao step, pertencente a caixa de ferra-
mentas de controle (control toolbozx), que calcula a resposta ao degrau de um
sistema, sendo conhecidos os polinémios do numerador e do denominador da
funcao de transferéncia do sistema. O terceiro argumento da funcao step é
o vetor contendo os instantes de simulag@o. As linhas de comando seguintes
permitem obter y e também o tempo de pico (tp), o percentual de ultrapas-
sagem (po), o valor maximo de y (ymax) e o valor de estado permanente de
y(t) (ying):

>> n=0.6618;d=[1 1.0069 0.6618] ;y=step(n,d,t); <enter>

>> [tp,po,ymax,yinf]l=indices(t,y); <enter>

E importante observar que quando o intervalo de simulagao nao for su-
ficientemente grande, o valor de estado permanente yinf podera nao ser o
correto, isto é, o valor do lim; ., y(t). Portanto, o uso da funcao acima
sé faz sentido quando se dispoe da representacao grafica de t x y ou entao
verificando-se o vetor y estd, de fato, convergindo para o valor final esperado.
O

2.2.4 Funcoes polinomiais

Sejam p(x) = pox™ + p12™ 1 + ... + pp_1@ + pn € q(z) = @™ + qa™ T +
..+ @m—1% + @ polinémios de graus n e m, (n > m) respectivamente. Para
se trabalhar com polinémios no MATLAB, devem ser definidos vetores cujas
componentes sao os coeficientes dos polinémios. Assim, os polindémios p(z) e
q() serdo, para o MATLAB, referidos como p = [ Do PL .- Pn-1 Pn ]
eq= [ G g1 - Gn-1 Gn ] MATLAB permite que polinémios sejam
multiplicados ou dividos, que suas raizes sejam calculadas, ou o oposto, que
se obtenha os coeficientes de um polinémio a partir de suas raizes, ou ainda,
calcular o valor de p(x), para diversos valores de x, conforme sera descrito a
seguir:

(i) Se o usuério desejar obter as raizes de p(x) e armazend-las no vetor y
deve executar o seguinte comando: y=roots(p). B
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(i) O produto r(z) = p(z)q(x) é efetuado pelo comando r=conv(p,q).

(iii) Para se dividir p(z) por ¢(z), obtendo-se como quociente a(x) e resto
r(z) faz-se [a,r]=deconv(p,q). Se o usudrio ndo desejar obter o resto, basta
fazer a=deconv(p,q).

(iv) Suponha que se deseje saber o valor de p(z) nos pontos x1, 2, ..., Z4.
Para isso deve-se, inicialmente, definir um vetor x = [x1 x2 ... =xql e, em
seguinda, fazer y=polyval(p,x),obtendoy = [p(x1) p(x2) ... pxqg].

(v) Finalmente o comando p=poly(raizes) fornece um vetor p formado
pelos coeficientes do polinémio cujas raizes sdo as componentes do vetor
raizes. Por exemplo, p=poly([-1 -2]) retorna o vetor p=[1 3 2], formado
pelos coeficientes do polindmio p(z) = (x + 1)(z + 2) = 22 + 3z + 2.

Exemplo 2.7: Programa para calcular a resposta em freqiiéncia de uma
dada func@o de transferéncia G(s) = n(s)/d(s), sendo dado um vetor w =
[ wo Wi ... Wy ], onde w;, i =0,1,...,q sao as freqiiéncias onde se deseja
calcular G(jw).

% RESPFREQ : calcula a resposta em frequencia

% de G(s)=n(s)/d(s)

% gjw = respfreq(n,d,w)

% onde: n,d : vetores cujas componentes sao os

YA coeficientes de n(s) e d(s)

yA W : vetor cujas componentes sao as frequencias

% onde se deseja calcular g(jw)=n(jw)/d(jw)

function gjw = respfreq(n,d,w);

jw = j*w;gjw=polyval(n, jw)./polyval(d, jw); O

Suponha agora que se queira calcular a resposta em freqiiéncia do sistema
cuja funcao de transferéncia seja

20

T = =
(5) s2+3s+5

Para tanto, o primeiro passo ¢é a definicao de um vetor w contendo as freqiién-
cias nas quais se deseja calcular T'(jw). Supondo que a menor freqiiéncia seja
wp = 0 e a maior seja igual a wy = 100. Neste caso fazendo-se:

>> n=20;d=[1 3 5] ;w=[0:1:100];

>> tjw=respfreq(n,d,w);plot(tjw) <enter>
obtém a resposta em freqiiéncia de T'(s) para os pontos considerados, cuja
representagao gréfica é dada na figura 2.1(a). Note que, nas baixas freqiién-
cias, a representacao grafica é grosseira. Isto se deve ao fato de que, como
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T'(jw) varia muito rapidamente nessas freqiiéncias, os pontos imagens estarao
bastante separados uns dos outros, fazendo com que as retas que os ligam
sejam mais ressaltadas. Este problema nao ocorrera se o vetor w for definido
usando o comando logspace, cuja forma geral é logspace(expl,exp2,n).
Este comando, cria um vetor de n elementos espacados logaritmicamente,
cujo primeiro elemento é 106XPL ¢ ¢ tiltimo 10°¥P2. Quando n for omitido,
o comando acima criard um vetor composto de 50 elementos. Assim sendo,
se substituirmos a linha de comandos acima por

>> n=20;d=[1 3 5];w=logspace(-2,2,100);

>> tjw=respfreq(n,d,w);plot(tjw) <enter>
teremos uma representagao grafica da resposta em freqiiéncia de T'(s) mais
uniforme, conforme mostrado na figura 2.1(b).

2.3 Controle de fluxo

As vezes, em um determinado programa, torna-se necessario mudar a ordem
de execucao dos comandos ou ainda repetir uma seqiiéncia de comandos até
que uma determinada condicao seja verificada. Isto é feito, em MATLAB,
usando-se as declaragoes if e os lagos for ... end e while ... end,
conforme serd visto a seguir.

2.3.1 Declaragao if

A forma geral para o uso da declaracao if é a seguinte:
if <express&o booleana>
<seqiiéncia de comandos no 1>
else
<seqiiéncia de comandos no 2>
end
A declaragdo if funciona da seguinte forma: quando a <express&o boo-
leana> for verdadeira, as linhas de comandos definidas em <seqiiéncia de
comandos no 1> serdao executadas e, caso contrario, serdo executadas os co-
mandos definidos na <seqiiéncia de comandos no 2>. Uma forma mais
simples da declaracao if é:
if <express&o booleana>
<seqiiéncia de comandos>
end
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@

)

Figura 2.1: Representagao grafica de resposta em freqiiéncia de T'(s) =
20/(s% +3s +5) para (a) w=[0:1:100] e (b) w=logspace(-2,2,100)

Neste caso, a <seqiiéncia de comandos> serd executada somente quando a
<express&o booleana> for verdadeira.

O resultado da <express&o booleana> (verdadeiro ou falso) é definido a
partir de operadores l6gicos &(e), |(ou) e ~(n&o), cujas tabelas verdades sao
mostradas na tabela 2.1 e dos operadores relacionais (< (menor que), > (maior
que), =< (menor ou igual), >= (maior ou igual), == (igual) e "= (diferente).

Exemplo 2.8: O resultado encontrado pela funcao norma2 do exemplo 2.4
estard correto quando a entrada for um vetor coluna. Para que o usuario

& |V F | |V F %
ViV F vViv Vv V| F
F1F F FlVv F F |V

(¢) (b) (b)

Tabela 2.1: Tabelas verdades para os operadores 16gicos &(e), | (ou) e ~(nao)



2.3. CONTROLE DE FLUXO 23

possa utiliza-lo também para calcular a norma euclideana de um vetor linha,
o arquivo deve ter linhas que verifiquem se o vetor é do tipo linha ou coluna.
Uma outra deficiéncia da funcao norma2 é que ela é incapaz de distinguir
se o0 usuario forneceu um vetor ou uma matriz. Todas essas deficiéncias sao
suprimidas utilizando-se declaragoes if, conforme mostrado abaixo:

% y=norma2(x) : calcula a norma euclideana de um vetor
% onde: x : vetor de entrada

yA y : mnorma euclideana de x

yA

0

function y=norma2(x);
[m,n]=size(x);
if m>1 & n>1;
disp(’ ’);disp(’???7ERRO: a entrada deve ser um vetor’);
disp(’ 7);
y=01;
else
if m==1;y=sqrt(x*x’);else;y=sqrt(x’*x);end
end O
Agora verifique o programa para os vetores

e para a matriz

Note que, ao se fazer

>> a=[1 2;3 4] ;na=norma2(a) ;<enter>
0 MATLAB retornou a mensagem

???? ERRO: a entrada deve ser um vetor.
Isto se deve ao comando disp, cuja forma geral é disp(’<texto>’). Este
comando faz com que a mensagem contida em <texto> seja impressa na
janela do MATLAB. No arquivo acima usou-se, além do comando disp que
contém a mensagem de erro a ser impressa na tela, outros dois contendo
espacos em branco como texto. Eles foram usados para que o MATLAB
deixe uma linha em branco entre a tultima linha de comando digitada pelo
usudrio e a mensagem impressa na tela e uma outra linha em branco entre
essa mensagem e o préximo sinal de solicitagao >>.
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2.3.2 Lacgo while

A estrutura de um laco while é a seguinte:
while <express&o booleana>
<seqiéncia de comandos>
end
Na estrutura acima, a <seqiiéncia de comandos> serd executada enquanto
a <expressio booleana> retornar um valor verdadeiro. Por exemplo, con-
sidere um arquivo de comandos (comandos.m), cujo conteido é o seguinte:
resp=’sim’;i=0;
while resp==’sim’
i=i+1
resp=input (’Deseja continuar (sim/nao)? ’,’s’);
end
Crie um arquivo denominado comandos.m e digite os comandos acima.
Em seguida execute o arquivo digitando
>> comandos <enter>.
Observe que foram impressas na tela as seguintes mensagens:
i=1
Deseja continuar (sim/nao)?
e o programa permanecerd parado até que o usudario digite sim, para continuar
e nao, para parar definitivamente a execucao do programa. Isto se deve ao
comando input, que permite que o usuario atribua um valor a uma variavel.
A forma geral do comando input é
<varidvel> = input(’<texto>’);
quando a <varidvel> é numeérica ou
<varidvel> = input(’<texto>’,’s’);
quando a <variavel> é do tipo cadeia de caracteres. Observe, no exemplo
acima que, como a expressao booleana é resp==’sim’, o programa, na ver-
dade, interrompera sua execugao sempre o usudrio digitar qualquer expressao
que nao seja sim.

2.3.3 Laco for

A forma geral do lago for é a seguinte:
for <contador>=<valor inicial>:<incremento>:<valor final>
<seqiiéncia de comandos>
end
onde
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<contador> : variavel de controle;
<valor inicial> : valor inicial da variavel;
<incremento> : incremento dado a varidvel <contador>, podendo ser
positivo ou negativo; quando o incremento for igual a 0, o lago for nao sera
executado;
<valor final> : maior ou menor valor que a variavel <contador> pode
assumir.
O funcionamento do lago for pode ser explicado com a ajuda das estru-
turas if e while, conforme mostrado abaixo
<contador> = <valor inicial>;
if <incremento> > 0
while <contador> <= <valor final>
<seqiiéncia de comandos>
<contador> = <contador> + <incremento>
end
else
while <contador> >= <valor final>
<seqiiéncia de comandos>
<contador> = <contador> + <incremento>
end
end

Exemplo 2.9: Uma das formas de se representar matematicamente um sis-
tema fisico é através das chamadas equacgoes de estados. Nesta representacao,
um sistema de ordem n serd epresentado por um sistema de n equacgoes difer-
enciais de primeira ordem, dado por:

a(t) = Az(t)+ bu(t)
y(t) = ca(t)+ du(t)

onde z(t) € R™! é o vetor de estados, u(t) € R e y(t) € R denotam,
respectivamente a entrada e a saida do sistema, A € R™", b € R"¥! e
¢ € R™™ As equacoes de estados permitem, por exemplo, verificar se o
sistema é controlavel, isto é, se existe uma entrada u(t) capaz de levar o
sistema a qualquer estado x;. Para tanto é necesséario verificar se a matriz
de controlabilidade

C=[b Ab A% ... A"} ]
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tem posto igual a n. O seguinte arquivo de comandos (controle.m pode ser
utilizado para verificar se o sistema é controlavel ou nao:
% CONTROLE : verifica se um SLIT é controldvel ou n#o
% onde : a:n X n (matriz de transigio de estados) e
% b:n X 1 (matriz de entrada)
[ma,nal=size(a); [mb,nb]=size(b);
% verificando se as dimensoes das matrizes
% a e b sao compativeis
if ma==na & mb==na
n=ma;ci=b;c=ci;
% construindo a matriz controlabilidade
for i=1:n-1
ci=a*cij;c=[c cil;
end
% verificando se o sistema é controlavel
disp(’ ’);
if rank(c)==n
disp(’0 sistema e controlavel’);disp(’ ’);
else
disp(’0 sistema nao e controlavel’);disp(’ ’);

end
else
disp(’ ’);
disp(’As dimensoes das matrizes nao sao compativeis’);
disp(’ ’);
end

Agora verifique se os seguintes sistemas sao controldveis:

(@)
w0 = 3 §]a0+] g w0

(b)
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2.3.4 A funcgao find

Embora nao tenha o poder de alterar a seqiiéncia de execucao de um arquivo,
a funcao find, pré-definida pelo MATLAB, tem como argumento uma ex-
pressao boolena. Sua forma geral é a seguinte:

<varidvel> = find(<expressao booleana contendo um vetor>) .
A funcdo find retorna todos os indices das componentes do vetor para os
quais a expressao booleana é verdadeira. Por exemplo, suponha que os ve-
tores t e y contém os instantes de simulagao e os correspondentes valores da
saida de um sistema de segunda ordem sub-amortecido para uma entrada
igual ao degrau unitario. A fungdo find pode ser usada para determinar os
instantes de tempo imediatamente anterior e posterior aquele em que a saida
atinge yss pela primeira vez e, conseqiientemente permite que se determine
o tempo de subida da resposta, conforme mostra a seguinte seqiiéncia de
comandos:

yss=y(length(y));ind=find(y>yss);

% instante de tempo imediatamente posterior a tr

trp=t(ind (1)) ;yrp=y(ind(1));

% instante de tempo imediatamente anterior ou igual a ts

tra=t (ind(1)-1) ;yra=y(ind(1)-1);

% calculo do tempo de subida (por interpolacao)

tr=tra+(trp-tra)*(yss-yra)/(yrp-yra)
Use os vetores y e t do exemplo 2.6 para verificar se os comandos acima
estao, de fato, levando a uma correta determinacao do tempo de subida da
resposta.

2.4 Representacao grafica

2.4.1 O comando plot

Suponha que se deseje representar graficamente um ponto de coordenadas
(z,y) no plano cartesiano. Isto pode ser feito em MATLAB utilizando-se o
comando plot, cuja forma geral é a seguinte:
plot(x,y,’<cor><forma>’)

onde <cor> define a cor usada na representagao grafica (conforme tabela 2.2)
e <forma> define como o ponto serd representado, isto é se serd usado um
ponto, circulo, um ’x’, uma cruz ou um asteriscos, de acordo com as primeiras
cinco linhas da tabela 2.3. Por exemplo, caso se deseje representar grafica-
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Cor Simbolo
Amarelo
Magenta
Azul claro
Vermelho
Verde

Azul escuro

Branco
Preto

Wl |o|m|s|o|B (<

Tabela 2.2: Cores usadas para representagao grafica em MATLAB

Forma Simbolo
Ponto

Circulo

X

Cruz

|+ | ™M |O

Asteriscos

Linha continua -
Linha pontilhada
Linha tracejada -
Linha trago-pontilhada -.

Tabela 2.3: Formas de se representar pontos e curvas em MATLAB

mente o ponto de coordenadas (—2,1), na cor azul claro e com uma cruz,
faz-se

>> plot(-2,1,%c+’) <enter>
E importante ressaltar que, caso a forma de representacao nao esteja presente
no comando plot, o MATLAB assumird, como padrao, o ponto (.). Por
exemplo, caso a linha de comando acima seja substituida por

>> plot(-2,1,’c’) <enter>
entao, o MATLAB utilizard o ponto (.) em vez de + para representar o ponto
(—=2,1) no plano cartesiano.

Suponha, agora, que se deseje representar graficamente os pontos de co-
ordenadas (zy1), (z2,y2), ..., (Tn,yn) num mesmo grafico. Para tanto, o
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primeiro passo é definir dois vetores, z e y por exemplo, cujas componentes
sao, respectivamente, as abscissas e as ordenadas dos pontos que se deseja
representar. Em seguida, usar o comando plot, de acordo com a forma geral
dada acima, onde x e y sao agora vetores e nao as coordenadas de um ponto,
conforme consta da forma geral do comando plot. Por exemplo, suponha que
se queira representar graficamente os pontos (—1,1), (0,2), (1,—1) e (2,2). A
linha de comando seguinte permite representa-los na cor amarela, unindo-os
com retas:

>> x=[-1,0,1,2];y=[1 2 -1 2];plot(x,y) <enter>
Note que, no comando plot acima, nao foram definidas a <cor> e a <forma>
dos pontos. Quando isto ocorre, 0 MATLAB utiliza a cor amarela (definida
como padrao) e liga os pontos por meio de retas. Para se representar os
mesmos pontos acima sem uni-los, isto é, isoladamente, com asteriscos e na
cor azul escuro, substitui-se a linha de comando acima por:

>> x=[-1,0,1,2];y=[1 2 -1 2];plot(x,y,’b*’) <enter>
Finalmente, para representar aqueles pontos, unindo-os com linhas verdes
tracejadas, deve-se digitar a seguinte linha de comando:

>> x=[-1,0,1,2];y=[1 2 -1 2];plot(x,y,’g--’) <enter>

2.4.2 Representacao de diversas curvas num mesmo grafico

Vocé deve ter observado que, toda vez que foi digitado um novo comando
plot, o grafico anterior foi apagado, sendo substituido pelo gréfico cujas co-
ordenadas dos pontos foram fornecidas no comando plot mais recente. A rep-
resentacao grafica de diversas curvas em um mesmo grafico se faz necessaria
em muitos problemas, principalmente quando se deseja analisar simultanea-
mente o comportamento de diversas grandezas ou, ainda, quando se deseja
analisar a resposta de um sistema a diferentes entradas. Suponha, portanto,
que se deseje utilizar um Unico grafico para representar as curvas Cp, Cy, ...,
C,, cujas abscissas e ordenadas estao armazenadas nos vetores x, Yy L2, Y
... ezy,y . Isto pode ser feito de duas formas: (i) através de um comando
plot com varios pares de vetores, isto é

>> plot(xl,yl,’<cori><formal>’,...,xn,yn,’<corn><forman>’)
ou (7i) utilizando-se o comando hold. A forma geral do comando hold é a
seguinte:

hold on

para fazer com que todos os comandos plots apds o uso do comando hold
on representem graficamente os pontos sobre o ltimo grafico criado antes do
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comando hold on. Para se desativar o comando hold basta digitar
>> hold off <enter>

Exemplo 2.10: Para se representar em um mesmo grafico as fungoes y(t) =
Sen (t) e z(t) = Cos (t), t € [0,27] deve-se, inicialmente, definir um vetor t
cujas componentes sao os instantes em que devem ser calculados y(t) e z(t)
e, em seguida, calcular y(t) = Sen (t) e z(t) = Cos (t), conforme as linhas de
comando a seguir:

>> t=[0:2%pi/100:2*pi] ; <enter>

>> y=sin(t) ;z=cos(t); <enter>

Caso queira utilizar o comando plot com miltiplas entradas para repre-
sentar y(t) e z(t) nos pontos definidos nas linhas de comando acima, o usuério
deve digitar:

>> plot(t,y,t,z) <enter>
A partir do gréafico obtido com o comando acima, vé-se que, embora o usuario
nao tenha definido nenhuma cor para as abscissas y e z, o MATLAB utili-
zou o amarelo para representar y(t) e a magenta para representar z(t). De
fato, quando do uso do comando plot com miltiplas entradas, caso nao se-
jam definidos <cor> e <forma> para cada curva, o MATLAB atribuira cores
diferentes a cada uma das curvas (na seqiiéncia das linhas da tabela 2.2) e
utilizard linhas continuas (isto é, ligard os pontos por retas).

Uma maneira alternativa de representar as fungoes y(t) e z(¢) num mesmo
grafico é usando o comando hold, conforme a linha de comando a seguir:

>> plot(t,y);hold on;plot(t,z);hold off
A diferenca principal entre as duas formas de se representar diversas curvas
em um mesmo grafico estd no fato de que, ao se usar o comando hold on,
e nao havendo definicdo de <cor> e <forma>, entdo o MATLAB usard a cor
amarela para representar a curva e utilizard linha continuas. Isto faz com
que visualizacao de curvas representadas em um mesmo grafico com o auxilio
do comando hold nao é tao boa quanto aquela fornecida pelo comando plot
com multiplas entradas, a menos que o usudrio forneca detalhes referentes a
<cor> e <forma> cada vez que usar o comando plot. O

2.4.3 Representacao de diversos graficos numa mesma figura

Varios graficos podem ser representados numa mesma figura com a ajuda do
comando subplot. Este comando tem a forma geral
subplot(m,n,k)



2.4. REPRESENTACAO GRAFICA 31

e gera uma matriz de graficos de dimensao m X n, e faz com que todos os
comandos associados a representacao grafica tenham efeito somente sobre o
grafico da posicao k. Esta posicao é definida como 1 para o grafico corre-
spondente a posicao (1,1) da matriz, 2 para o grafico da posigao (1,2), n
para o gréafico da posigao (1,n), n + 1 para o gréfico da posigao (2,1) da
matriz e assim por diante. Por exemplo, para se representar as duas fungao
do exemplo 2.10 em dois graficos diferentes, um situado no topo da figura
(y(t) = Sen (t)) e o outro na parte inferior da figura (z(t) = Cos (t)) procede-
se da seguinte forma:

>> subplot(2,1,1);plot(t,y) <enter>

>> subplot(2,1,2);plot(t,z) <enter>

2.4.4 Outros comandos para representacao grafica

Muitas vezes, a representacao grafica, por si s6, nao é auto-explicativa. Ela
requer legendas para que se visualize, com maior clareza, o que significa cada
grafico (no caso de multiplos gréaficos) ou cada linha do grifico (quando se
trara de um gréafico com diversas curvas). Para tanto, utiliza-se os seguintes
comandos:

(i) title (’<texto>’) : coloca um titulo (<texto>) na parte superior do
grafico.

(7i) xlabel(’<texto>’) : escreve o <texto> imediatamente abaixo do
eixo das abscissas.

(7ii) ylabel (’<texto>’) : escreve o <texto> & esquerda do do eixo das
ordenadas.

(iv) gtext (’<texto>’) : escreve na tela o <texto> em posi¢ao a ser
definida pelo usuério. Apés teclar <enter>, o MATLAB apresenta a figura
e um sinal +, para ser posicionado, com o auxilio do mouse, sobre o ponto
do gréafico onde se deseja escrever o <texto>. Deve-se tomar o cuidado de
maximizar a janela que contém a figura para que o ponto escolhido para se
colocar o <texto> corresponda aquele em que ele, de fato, serd posicionado.

(v) grid : quadricula a tela com linhas tracejadas.

Finalmente, deve ser ressaltado que o MATLAB permite representar
graficos em escala logaritmica (muito importante na andlise da resposta em
freqiiéncia de sistemas lineares estdveis). Isto é feito utilizando-se os seguintes
comandos:

(vi) semilogx (x,y, ’<cor><forma>’), semilogy(x,y, ’<cor><forma>’)
e, ainda, loglog(x,y,’<cor><forma>’) : permitem represntar graficos nos
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Diagramas de Bode
-10 T

Modulo em dB
b
al

-0l I -
10 10
Frequencia angular - w

Angulo em Graus
Dl' I
o v
o o

|
AN
a
=]

~200— -
10 10 10
Frequencia angular — w

Figura 2.2: Diagramas de Bode para a funcio de transferéncia G(s) = 1/(s2+
25 + 4)

quais as abscissas, ordenadas e ambas, respectivamente, estao em escalas
logaritmicas.

Exemplo 2.11: Escreva um arquivo de fungbes para calcular e tracar os
diagramas de mdédulo e fase de Bode de uma dada fungao de transferéncia.
Solugao: Denominemos diagbode a fungdo que calcula os diagramas de
Bode de modulo e de fase. Como entradas da funcao, temos os vetores
formados pelos coeficientes dos polinomios do numerador e denominador da
funcdo de transferéncia, n e d, respectivamente, e o vetor w contendo as
frequiéncias onde se deseja calcular os diagramas de Bode. As saidas serao
gjwdb e fasegjw, que sao vetores cujas componentes sao, respectivamente,
o médulo, em decibéis, e a fase, em graus, da funcao de transferéncia nas
freqiiéncias dadas em w.
% DIAGBODE : Calcula e traca os diagramas de Bode de uma
funcao de transferencia G(s)=b(s)/a(s), onde
b(s) = b0.s™m + bl.s"(m-1) + ... + bm
a(s) = a0.s™n + al.s"(n-1) + ... + an

% [gjwdb,fasegjw] = diagbode(b,a,w);
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% onde b = [bO bl ... bm]
yA a=[a0 al ... an]
b w= [wl w2 ... wpl]

function [gjwdb,fasegjw] = diagbode(b,a,w);

jw=j*w;gjw=polyval(b, jw)./polyval(a,jw);

gjwdb=20*1logl0(abs(gjw)) ;fasegjw=angle(gjw)*180/pi;

subplot(2,1,1) ;semilogx(w,gjwdb) ;grid;

title(’Diagramas de Bode’);xlabel(’Frequencia angular - w’);

ylabel(’Modulo em dB’);

subplot(2,1,2) ;semilogx(w,fasegjw) ;grid

xlabel (’Frequencia angular - w’);ylabel(’Angulo em Graus’);
g

Para se obter os diagrmas de Bode da fungao de transferéncia G(s) =
1/(s% + 2s + 4), procede-se da seguinte forma:

>> n=1;d=[1 2 4] ;w=logspace(-1,1,100);

>> [gjwdb,fasegjwl=diagbode(n,d,w);
A fungdo diagbode retornard o médulo de G(jw) em decibéis e a fase de
G(jw), em graus, nas freqiiéncias definidas no vetor w, armazenando-os, re-
spectivamente, nos vetores gjwdb e fasegjw e, também, produzira os diagra-
mas de médulo e fase, representados na figura 2.2.

2.5 Comentarios finais

Conforme foi mencionado na introdugao deste capitulo, o MATLAB possui
muito mais recursos do que foi apresentado aqui. O objetivo principal deste
capitulo foi introduzir os comandos basicos para que o usudrio se sinta con-
fortavel ao utilizar o MATLAB e tenha a ferramenta minima necessaria para
que possa vir a usar com sucesso linguagem. Para se ter acesso a coman-
dos/recursos mais poderos, recomenda-se a consulta aos manuais do MAT-
LAB e do SIMULINK.

Exercicios propostos
2.1 Entre com a matriz

1—j 1425 2—7

Z= 2 142 35



34 CAPITULO 2. PROGRAMANDO EM MATLAB
Jjw

j1

—]1

Figura 2.3: Contorno I' para o exercicio 2.4

e execute os comandos (i) a (vi) da segao 2.2.2.

2.2 Para o vetor
z=[1 10 7 0.1 ]

execute os comandos (vii) a (iz) da secao 2.2.2.

2.3 Faca um programa MATLAB (arquivo de fungao) para tragar o dia-
grama de Nyquist de uma determinada funcao de transferéncia

sendo dados os coeficientes de n(s) e d(s) e um vetor w contendo as freqiiéncias
de interesse. Por exemplo, a fungao poder-se-ia chamar de meunyq sendo de-
scrita por gjw = meunyq(n,d,w).

2.4 Seja s = 0 + jw uma varidvel complexa e seja

F(s) =

s
s+2°

Escreva um arquivo de comandos em MATLAB para calcular e representar
graficamente o mapeamento de F'(s) sobre I', onde I é o contorno represen-
tado na figura 2.3.
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R(s) + E(s) K(S) U(s) G(S) -

Figura 2.4: Diagrama de blocos para o exercicio 2.6

2.5  Escrever um arquivo de funcao que permita somar dois polindmios
p(s) = pos™+p15™ - Apmo15tpm e q(s) = qos"+q18" " - A gn-15+qn.
Teste a funcio para os polinémios p(s) = s+ 1 e q(s) = 52 +2s — 1

2.6 Suponha que sejam dadas as fungoes de transferéncias da planta e do
controlador

Escreva arquivos de funcgoes que permitem calcular as seguintes funcgoes de
transferéncias para o sistema cujo diagrama de blocos esta representado na
figura 2.4: (a) Try (s) =Y (s)/R(s), (b) Tre(s) = E(s)/R(s) e (¢) Tru(s) =
U(s)/R(s)

Nota: As entradas para as funcoes serdo os vetores formados pelos coefi-
cientes dos polinoémios ng(s), da(s), nk(s) e dx(s) e as saidas serao vetores
formados pelos coeficientes dos polindomios do numerador e do denominador
da funcao de transferéncia considerada. Por exemplo, a funcao MATLAB
que calcula o numerador e o denominador da fungao de transferéncia Try (s),
poderia ser definida como [ntry,dtry] = try(ng,dg,nk,dk).

2.7  Suponha que sejam conhecidas as coordenadas de dois pontos P; =
(z1,y1) € Po» = (x2,y2) e a abscissa de um terceiro ponto P3 = (z3,y3), onde
r1 < x3 < 2. Hscreva um arquivo do tipo func@o que permita encontrar ys
interpolando-se os pontos P; e P, por uma reta, isto é, a ordenada de Pj5 sera
ys = axs+ b, onde a e b sdo, respectivamente, os coeficientes angular e linear
da reta que passa pelos pontos P e Ps.
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2.8  Suponha que sejam conhecidas as coordenadas de dois pontos P; =
(x1,y1) e P» = (x2,y2) e a ordenada de um terceiro ponto P3 = (z3,ys3), onde
Y1 < y3 < yo. Escreva um arquivo do tipo fungao que permita encontrar xj
interpolando-se os pontos P; e P, por uma reta.

2.9 Escreva um arquivo do tipo fungdo que permita calcular: (i) os tem-
pos de subida (t¢,) e de acomodacao (ts) para um sistema superamortecido
ou criticamente amortecido e (7i) os tempos de subida (¢,), de pico (t,) e
de acomodagao (ts) e o percentual de ultrapassagem (PO) para um sistema
subamortecido.

Nota: Assuma que sejam conhecidos ¢ e y(t), estando armazenados nos ve-
tores t = [ t1 ta ... t, ] ey = [ y(t1) yl(ta) ... y(tn) ], respectiva-
mente.

Atengdo: Use o comando find e interpolagao.

2.10 Suponha que

onde ng(s) e dg(s) sao conhecidos e K deve ser arbitrado. Escreva um
arquivo de funcoes que:

(a) Verifique se o sistema realimentado (realimentagao negativa) é estavel
para um dado valor de K.

(b) Caso o sistema seja estavel, encontre as margens de fase e de ganho
do sistema.
Nota: Use o comando find e faga interpolacao para achar os valores corretos.

2.11 Dado um conjunto de pontos (z1,y1), (z2,92), ..., (Tn,Yn), escreva um
arquivo de fungoes em MATLAB que utilize o método dos minimos quadrados
para calcular o coeficiente angular da reta y = ax, conforme a figura 2.5.
Nota: Veja capitulo 3, equacao 3.41

2.12  Suponha que a partir de um experimento, obtém-se os vetores

w = [ Wwop W1 ... Wq ]
o = [P0 61 ... ¢ ]
ho= [[H(wo)| |H(wr)| ... [H(jwg)l]
onde wj, i = 0,1,...,q sdo as freqiiéncias angulares e H (jw;) =| H(jw;) |

exp(j¢;). Escreva um arquivo de fungoes que utilize o método dos minimos
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Y Y y=oax
Y3 T + Y3 T 8%
Y2 + + Y2 T+ +
Y1 + Y1 T +
| : : - | | | >
T T2 T3 Ty I xZ9 I3 - Ty

(¢) (b)

Figura 2.5: Representacao cartesiana dos pontos (z1,%1), (€2,Y2)- - -,(Tn, Yn)
e da reta ajustada y = ax referentes ao exercicio 2.11

+ 75+1

Figura 2.6: Diagrama de blocos para o sistema do exercicio 2.13
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quadrados (veja capitulo 3, algoritmo 5) para calcular os coeficientes da

fungao de transferéncia

Cbps™ A bis™ T L+ b1+ by
a(s) s+ asv 4+ +a,_15+an

onde os graus dos polinémios do numerador e do denominador, m e n, re-
spectivamente, sao arbitrados.
2.13  Construa um arquivo SIMULINK para fazer a simulagdo do sistema
da figura 2.6, onde K = 127.9, K; = 0.0056, 7 = 0.026 ¢ K = 451.8, para as
seguintes situacoes:

(a) r(t) = 12up(t) e d(t) = 0 e K(s) = 5.4/s, onde up(t) representa um
degrau unitario aplicado no instante ¢t = 0.

(b) r(t) = 12up(t) e d(t) =0 e K(s) = (s+ 30)/s.

(c) Reptita os itens (a) e (b) para d(t) = 0.2ug(t — 1)
Nota: Em todos os casos acima, o intervalo de simulagao deve ser de -0.5 a
2s.



Capitulo 3

Modelagem e identificacao
dos parametros da funcao de
transferéencia do grupo
motor-gerador

3.1 Modelo matematico de um motor CC contro-
lado pela armadura

Para se modelar o grupo motor-gerador, cujo circuito equivalente é aquele
da figura 3.1, basta realizar a modelagem de um motor CC controlado pela
armadura (Dorf, 1986). A influéncia do gerador CC no modelo do motor sera
levada em conta pelos seguintes fatores: (i) aumento do momento de inércia
da carga mecénica e (ii) aparecimento de um torque de perturbacao, resul-
tado da introducao de cargas de natureza elétrica nos terminais do gerador.
Isto mostra que, conforme ressaltado no capitulo 1, o fato de termos um ger-
ador CC no lugar de um CA, como seria o caso de um sistema real, nao traz
qualquer alteracao no que se refere a modelagem do sistema. Considere, por-
tanto, o circuito equivalente de um motor-CC controlado pela armadura da
figura 3.2, onde i, (t) e vq(t) denotam, respectivamente, a corrente e a tensao
de armadura, Vy e Iy representam, respectivamente, a tensao e a corrente de
campo (constantes, por hipétese), w(t) é a velocidade angular do motor e J
e f s@o o momento de inércia da carga e o coeficiente de atrito nos mancais,
respectivamente.

39



40 CAPITULO 3. MODELAGEM E IDENTIFICACAO

Ra La ig (t)
o—AN\N ?O
va(t) ( ) Wt)
TacOmetro
O
Motor CC Gerador CC

Figura 3.1: Circuito elétrico equivalente para o grupo motor-gerador com
sensor de velocidade (tacometro)

Figura 3.2: Circuito equivalente de um motor CC controlado pela armadura
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Sabe-se que o torque produzido pelo motor, t,,(t), é proporcional ao fluxo
magnético no entreferro (¢(t)) e a corrente de armadura (i,(t)), isto é,

b (t) = Kyd(t)ia(t) = Komiq(t) (3.1)

onde K,,, = Ky¢ = Ky Kyly, com Ky, Ky e Iy constantes. Aplicando-se a lei
das tensoes de Kirchhoff ao circuito da armadura, obtém-se:

d
Va(t) = Raia(t) + Lo—

ia(t) + e(t) (3.2)

onde e(t) representa a forga contra-eletromotriz, que é proporcional a veloci-
dade angular do motor, sendo dada por:

e(t) = Kew(t) (3.3)

Finalmente, usando-se a lei de Newton para o movimento rotacional,

pode-se escrever:

tot) — talt) — fo(t) = J 501 (34)

onde t4(t) representa um torque externo (perturbagao).

As equagdes (3.1) a (3.4) nos permitem obter a fungao de transferéncia que
relaciona as transformadas de Laplace da entrada (V,(s)) da saida (W (s)).
Para tanto, aplicando-se a transformada de Laplace a ambos os membros das
equagoes (3.1) a (3.4), resulta:

Tin(s) = Kimla(s)
Va(s) = Rala(s) + Lasly(s) + E(s) (3.5)
E( )= KeW(S) '
T (s) — Tu(s) — fW(s) = JsW(s)
e apés alguma manipulacao algébrica, obtém-se:
Kin/(Raf)
w = Va(s) —
B = s D + 1) + Koo (Rap)
(res+ 1)/ f
_ T 3.6
(ros + 1)(rms + 1) + KoK (Raf) 1) (36)
onde 7. = Ly/Ry, € 7, = J/f. Note que a fungao de transferéncia da

equacao (3.6) modela o motor CC como um sistema de 2a ordem. Porém,
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llg(s)

=

Val(s) + 1 W(s)
Ts+1

Figura 3.3: Diagrama de blocos do sistema composto pelo grupo motor-
gerador

este sistema pode ser bem aproximado por um modelo de 1a ordem, se levar-
mos em conta que L, /R, < 1 e portanto, 7.s + 1 ~ 1 para as freqiiéncias de
interesse. Desta forma, o modelo matematico do grupo motor-gerador que
iremos adotar serd o seguinte:

K K,

V(S)_Ts—i—l

W(S):Ts—i—l @

Ta(s) (3.7)

onde K = Ky, /(Rof + KeKy) e Kg = Ry /(Rof + KeKy) e T = JRy/(Ro f +
K.Kp).
Note ainda que, como t4(t) = K4i4(t), a equacao acima pode ser escrita
comor:
K K

Wis) = TS+ 1Va(8)

— TS——HI g(s) (3.8)
onde K = K3K g- A representacao por diagramas de blocos para este sistema
estd mostrada na figura 3.3.

E importante ressaltar que a medicao da velocidade angular é feita por
meio de tacometros. Um tacOmetro nada mais é do que um gerador CC de
pequena poténcia, cuja tensao gerada é constante e proporcional a velocidade
do eixo ao qual ele estd acoplado. Desta forma, a tensdo nos terminais do
tacometro, vy(t), sera:

v (t) = Kww(t), (3.9)
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llg(s)

K

v [ + J o el o e
Ts+1

Figura 3.4: Diagrama de blocos representativo do modelo matematico do
grupo motor-gerador-tacometro

onde K; é uma constante. Portanto, a relacdo entre Vi(s), V,(s) e I4(s) pode
ser expressa pela seguinte equacao:

KK, KK,

Va(s) —

Vt(s):Ts—l—l @

(), (3.10)

cujo diagrama de blocos estéd representado na figura 3.4.

3.2 Identificacdo dos parametros K;, K, K e T

3.2.1 Identificacdo de K;, K e K

Uma vez que se dispoe de um modelo matematico da planta, o préximo passo
é a identificacdo dos ganhos Ky, K e K e da constante de tempo 7. Os ganhos
serao identificados a partir da resposta em estado permanente a uma entrada
igual ao degrau. A identificacdo de 7 serd feita utilizando-se métodos de
resposta em freqiiéncia, em particular o diagrama de médulo de Bode e o
diagrama polar. Nesta secao procederemos a identificacao dos ganhos K;, K
e K, ficando a identificacio de 7 adiada para a secdo seguinte.

Suponha que um degrau de tensao de amplitude V, seja aplicado aos
terminais do motor, isto é,

0, t<0
va(t) :{ v s o (3.11)
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e assuma, inicialmente, que ndo hé cargas conectadas nos terminais do ger-
ador. Neste caso V,(s) =V, /s e I4(s) = 0, e portanto a equacao (3.10) pode
ser re-escrita da seguinte forma:

(o = 2% 512

A resposta do sistema a entrada descrita em (3.11) pode ser obtida
calculando-se a transformada inversa de Laplace da equagao (3.12). Proce-
dendo desta forma obtemos:

w(t) = KK V(1 —e =1, t>0 (3.13)
Quando t — o0, a equacao acima se reduz a
v(t) = Vi = KKV, (3.14)

0 que mostra que quando uma tensao de valor constante é aplicada a um mo-
tor CC, a tensao em regime permanente nos terminais do tacémetro acoplado
ao eixo deste motor também serd constante e proporcional ao valor da tensao

aplicada.
Definindo
Ky = KK, (3.15)
pode-se escrever:
Vi = Ko V. (3.16)

O desenvolvimento acima sugere o seguinte procedimento para a identi-
ficacao de Kig:

Algoritmo 3.1

1. Excita-se o motor CC com tensoes constantes e iguais a Vg, Va,,.. .,
Va,,, medindo-se os valores de tensao correspondentes, V;,,V;,,...,V;,, nos
terminais do tacometro. Note que, ao final deste passo, terao sido obtidos n
pares cartesianos: (Va,, Vi), (Vay, Viy), - -+, (Va,, Vi,,), conforme ilustrado na
figura 3.5(a).

2. Utilize o método dos minimos quadrados para ajustar Ky, de tal forma
que a soma dos quadrados das diferencas entre os valores observados exper-
imentalmente (V4,,Vi,,...,V4,) € (KtaVay , KtaVays- - -+ KtaVa, ), computados a
partir da reta ajustada, seja minima. A figura 3.5(b) mostra a representagao
cartesiana dos pontos (V,, V4,), (Vay, Viy), - -y (Va,,, V4,) bem como a fungao
linear V; = K;,V,, cujo valor de K3, se deseja ajustar. O
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‘/t W ‘/t = Ktava
Vi, A o Vi
Vi * Vi + $
‘/tQ T + ‘/1‘,2 T =+
‘/1‘,1 T + ‘/1‘,1 T +
} f > Va f } } > Va

.. Var  Va
(a) (b)

Figura 3.5: Representacao (a) cartesiana dos pontos (V,,, V4,), Vay, Via), - - -,
(Va, s Vi) e (b) dareta Vi, = K,V

O método dos minimos quadrados é um procedimento bastante utilizado
devido a sua simplicidade, o que faz com que o ajuste proposto no algoritmo
3.1 ndo imponha qualquer complicacao adicional ao calculo de Ky,. A esta al-
tura nao iremos nos deter nos aspectos tedricos relacionados com a obtencao
de uma expressao matematica que nos permita obter K, em funcao dos
pontos (Va,, Vi, )y (Vas, Vin)s -+ (Va,, Vi,) obtidos experimentalmente. Ao
invés disso, apresentaremos ao final desta secao um algoritmo genérico que
permite ajustar o coeficiente angular o de uma funcao linear y = ax a partir
de um conjunto de pontos (z1,y1), (x2,¥2),. .., (Tn,yn) tal que a soma dos
quadrados das diferencas entre as ordenadas (y1,ys,...,y,) dos pontos ob-
servados e aquelas computadas a partir da reta ajustada (axq, axs,. .., ax,)
seja minima. A razao para se adiar a solucao até o final desta secao se deve
ao fato de que, conforme serd visto mais adiante, as identificagoes de K, K;
e K serdo feitas a partir da solucdo de problemas idénticos ao descrito no
passo 2 do algoritmo 3.1.

Uma vez que o valor de K;, tenha sido determinado e se, por exemplo,
o valor de K vier a ser encontrado, entao de acordo com a equagao (3.15),
o valor de K; pode ser calculado dividindo-se K;, por K. Analogamente, se
K, vier a ser determinado entao K pode ser determinado fazendo-se K =
K,/ K;. Para o problema que estamos considerando, tanto a identificagao
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de K como a de K; pode ser feita de maneira imediata, conforme sera visto
a seguir. Assim sendo faremos a identificacdo de ambos os ganhos (K e
K}) e usaremos o valor obtido para Ky, para verificar se os resultados estao
corretos, isto é, identificando-se K, K; e K;, independentemente, deve-se ter:

Ky ~ KK;. (3.17)

Vamos inicialmente proceder a identificagdo de K. A partir da equagao
(3.8), com I4(s) =0 e Vo(s) =V,/s, tem-se:

KV,

W(s)=— 3.18
() s(ts+1) (3.18)

e portanto, a velocidade angular do motor, em estado permanente, sera:
w(t)y=W = KV,. (3.19)

Um procedimento andlogo ao algoritmo 3.1 pode ser adotado também
para a determinagao de K, conforme ilustrado na figura 3.6, qual seja:

Algoritmo 3.2
1. Excita-se o motor com tensoes constantes de valores iguais a Vg, V,,,
vy Va, (V) e mede-se as correspondentes velocidades angulares do motor
Wi, Wy, ..., W, (rpm), utilizando-se para isso tacometros digitais épticos.
2. Utilizando o método dos minimos quadrados, calcule o valor de K. O

Vamos agora a determinar do ganho do tacometro (K3;). Para tanto,
considere a equagao (3.9), cujo valor de tensao, em estado permanente, para
uma entrada igual ao degrau de amplitude W é dado por:

V, = K,W. (3.20)

A equagao (3.20) acima mostra que os passos para a identificagao de K; sao
idénticos aos seguidos na determinacao dos ganhos Ky, e K, sendo descritos
no seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.3

1. Excita-se o motor com tensoes constantes e iguais a Vg, Va,, ..., Va,
e para cada um desses valores meca os correspondentes valores de W e V;,
obtendo-se os pares cartesianos (Wi, V), (Wa, V4, ), ..., (W3, V4,).

2. Use o método dos minimos quadrados para ajusta a reta V; = K;/W
aos pontos obtidos no passo anterior (veja figura 3.7). O
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W 17 W =KV,
Wn & + W
Wg T + Wg T +
Wa + o+ Wy 4+ &
Wi+ 4+ Wi+ 4
t f > Va f } } > Va

.. Var  Va
(a) (b)

Figura 3.6: Representacao (a) cartesiana dos pontos (Vg,, W1), (Va,, Wa),
vy (Va,, Wh) e (b) dareta W = KV,

E importante ressaltar mais uma vez que, embora K; pudesse ter sido
determinado a partir dos ganhos Ky, e K pela simples divisao de K3, por K,
o procedimento descrito no algoritmo 3.3 nos permite verificar se os valores
obtidos para K e K; sao compativeis.

Finalmente, vamos considerar a identificacdo de K. Para tanto, suponha
que seja conectada uma carga resistival nos terminais do gerador. Neste
caso, haverd a circulacao de uma corrente continua de valor I, que é funcao
da tensao aplicada nos terminais do motor conforme mostra a equagao abaixo:

KKV, KK,
Vi(s) = - 3.21
t(s) s(rs+1)  s(rs+1) (3:21)

que foi obtida a partir da equagao (3.10) substituindo-se V,(s) por V,/s e
I,(s) por I,/s

Aplicando-se o teorema do valor final & expressdo acima, tem-se que
quando t — oo:

w(t) =V =V, — KK, (3.22)

onde V; = KK;V,, é o valor da tensao nos terminais do tacometro para

1 . . . . oy
Verifique o que aconteceria se uma carga indutiva ou capacitiva fosse conectada aos
terminais do gerador.
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Vi Vi Vi= KW
) + Vi
‘/1‘,3 T + ‘/tS T +
‘/tQ T + ‘/1‘,2 T —+
‘/tl T + ‘/1‘,1 T +
: : : - W : | : - W
W1 W2 Wg' s Wn W1 W2 W3 o 'Wn

(a) (b)

Figura 3.7: Representacao (a) cartesiana dos pontos (Wi, Vi, ), (Wa, Vi,), .. .,
(Wn, V4,) e (b) da reta V; = K,W

uma entrada igual ao degrau, assumindo-se que nao ha cargas conectadas ao
gerador (conforme equacao 3.14).
Definindo

Vi=V, = V/ (3.23)

pode-se escrever a equacao acima como
Vi = KK, (3.24)

que nos permite desenvolver o seguinte algoritmo para a identificacdo de K:

Algoritmo 3.4

1. Inicialmente, sem carga alguma conectada aos terminais do gerador,
aplica-se ao motor CC uma tensao de valor igual a V,, (V') e mede-se a tensao
resultante nos terminais do tacometro Vi, (v).

2. Mantendo a mesma tensao aplicada ao motor, conecte uma carga
resistiva ao gerador, medindo-se: (i) a corrente que passa a circular por essa
resisténcia (1,4, (A)) e (%) a tensao nos terminais do tacémetro apés a insercao
da carga (Vy, (V). )

3. Defina V;, = Vi, — V{| e forme o par ordenado (I,,,V;,).
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T Bz V, = KI,
Vi, & + Vu
Vi T + Vi 1 ¥
Vio 4+ + Vio + 4
‘/1‘,1 T + ‘/1‘,1 T +

: : { 1 : l : I,

I, I

g2 Igl I
(a)

g2
(b)

Ips -

Figura 3.8: Representacdo (a) cartesiana dos pontos (I, Vi), (Igss Vip), - -

(Iy,, Vi) e (b) dareta V; = KK,

4. Repita os passo 1 a 3 acima para outros valores de V,, obtendo, ao

final, os pares cartesianos (Ip,, Vi, ), (Igy, Via)s « - s (Igns Vi)

5. Utilize o método dos minimos quadrados para obter K K;, conforme

mostrado na figura 3.8.

a

Observagao 3.1 E interessante notar que, para uma carga fornecida por um
resistor 17, existe uma relagao entre a corrente I, e a tensao nos terminais do

gerador (V), dada por:
Y% _p
Iy

Como V, também ¢ proporcional a tensao V;, pode-se escrever:
V, = KeVi,
e, finalmente, usando a equacao (3.20),

Ko, KK,
=R "="%g

W,

(3.25)

ou seja, a carga resistiva tem o mesmo efeito que o atrito viscoso, representado

por f, na equagao (3.5).

a
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Yy Y Yy=ar
ys T + ys T ¥
Y2 + + Y2 +
Y1 T + Y1 T +
} } t - T } } } > X
Tl €2 X3 - Tp €1 €2 €T3 - Tp

(a) (b)

Figura 3.9: Representagao (a) cartesiana dos pontos (z1,y1), (2,92), ...,
(Tn,yn) € (b) da reta ajustada y = ax

Os passos 2, dos algoritmos 3.1 a 3.3, e 5, do algoritmo 3.4, se resumem
a utilizar o método dos minimos quadrados para o ajuste do coeficiente an-
gular de uma funcao linear y = ax dado n-pares cartesianos. Este problema
pode ser formulado da seguinte forma: suponha que sejam dados m-pares
cartesianos (z1,41), (z2,%2), ..., (n,yn), conforme mostra a figura 3.9(a) e
considere o problema de se ajustar o coeficiente angular de uma reta y = ax
de tal sorte que a soma dos quadrados das diferencas entre as ordenadas
Y1,Y2, - -+, Yn € QT1, AT, . ..,QT, seja minima, onde ax; representa a orde-
nada do ponto imagem de x; para a fungao y = ax (veja figura 3.9(b)).

Inicialmente, note que se os pontos (z1,y1), (z2,%2), ..., (Tn,yn) perten-
cessem a reta y = ax terfamos:

Yy = ax
Y2 = ax. (3.26)

Yn = QIp
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E facil verificar que, definindo-se

= [:cl Tg - xn]t (3.27)

I8

y = [ Yy Y2 - Yn ]
pode-se escrever a equacao (3.26) na forma vetorial:
y=oazr (3.28)

onde a € R é o coeficiente angular a ser determinado.

Uma anédlise mais minunciosa do sistema de equagoes (3.28) revela que
quando os pontos (z1,¥y1), (z2,%2), ..., (Tn,yn) pertencem a uma reta, entao
os vetores x e y estdo em um mesmo espaco vetorial, ou equivalentemente,
sdo colineares. Neste caso, definindo

=2 i=12....n (3.29)
Z;
pode-se facilmente concluir que
o =oy, ,j=1,2,....n, i#] (3.30)
e, portanto,
a=qa;, 1=1,2,...,n (3.31)

Contudo, em geral, o sistema de equagoes (3.28) nao tem solu¢ao, uma
vez que y — ax # 0. Seja, portanto,

e=y—J (3.32)

um vetor representativo do erro entre o vetor y e o vetor

=ar= [ ar, oxTy -+ oy ]t (3.33)

S

onde « é o coeficiente angular a ser determinado.
O problema dos minimos quadrados pode ser enunciado como se segue:
calcule « tal que

lel3=ly—-gl3=ly—azl3 (3.34)

seja minimizada, onde || e ||2 representa a norma euclideana do vetor e, qual

seja:
n

lela=<ee>"?=(ee)/* = (D €)' (3.35)
i=1
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ondee=[e e -+ e, e<..> denota produto produto escalar. A
partir das expressoes (3.34) e (3.35) tem-se que

lel3= (1 — az1)® + (y2 — aw2)* + - + (yn — @)’ (3.36)

que mostra que ao se minimizar || e ||3 estamos, de fato, minimizando a soma
dos quadrados das diferengas entre y; e ax;, i =1,2,...,n.
Usando a definicao (3.35) na equagao (3.34), obtém-se:

lel3 = <ee>=<y—oaz,y—az>

_ gtg_agtg_aztg+a2£t£

= zlza?® — QQtQa + gtg. (3.37)
No desenvolvimento acima foi feito uso do fato que y'y,z'z, y'z, z'y € R
e portanto y'z = (y'z)! = z'y. O valor de « pode entdo ser calculado
utilizando-se ferramentas bésicas de cdlculo diferencial, isto é, calulando-se
o valor de « para o qual a funcao definida pela equacao (3.37) atinge o seu
minimo. Como a funcdo (3.37) é quadratica e o coeficiente de a? é positivo,
a abscissa do seu ponto de minimo corresponde ao valor de a para o qual a
derivada de || e ||3 em relacdo a « se anula, isto é:

d 2 t t
— =2 —2 =0 3.38
7o e lla=22'za — 24"z (3.38)
e portanto
ty ty
=22 22 (3.39)
gz |zl

Em resumo, podemos dizer que dado um conjunto de pontos (z1,y1),
(z2,Y2), - .., (Tn,yn) ndo alinhados, entao o valor de o que minimiza a norma
euclideana do erro entre os vetores

Y1 axry
Y2 QT2
y=1 . e g=az=| . (3.40)
Yn AT
¢é dado por:
y'z
o= = (3.41)
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3.2.2 Identificagao de 7
Fazendo-se I4(s) = 0 na equacao (3.10) obtém-se:

G(s) = “Z((Z)) = Tffl (3.42)

que representa a funcao de transfereéncia de um sistema de la ordem com
pélo em 1/7. Uma maneira imediata de se obter 7 é a partir do tracado
das assintotas da curva de médulo dos diagramas de Bode? determinando-se,
portanto, a freqiiéncia de canto w = 1/7. Deve ser ressaltado ainda que a
assintota de baixa freqiiéncia (20 log(K K;)) deve ser tragada utilizando-se os
valores de K K; determinados a partir do algoritmo 3.1 da segao 3.2.1.

3.3 O método dos minimos quadrados no ajuste
dos parametros de uma funcao de transferéncia

Seja
Y(s) =G(s)U(s) (3.43)
onde .
b bos™ 4+ b1+ ..+ by b
G(s) = A3 _ bos" Fbus _ e Imo1 5 (3.44)
a(s) s"+ais" 4+ tap_15+an
representa a funcao de transferéncia de um sistema linear invariante no tempo
cujos parametros a;,b;, 1 = 1,2,...,n, j = 0,1,...,m devem ser deter-

minados. Suponha ainda que os graus dos polindmios do numerador e do
denominador (m e n respectivamente) ou sejam conhecidos ou serao arbitra-
dos pelo engenheiro de controle. Por exemplo, a funcao de transferéncia do
grupo motor-gerador que estamos considerando, de acordo com a notagao da
equagao (3.44), é dada por:

B KK/t

G(s) = e (3.45)

e portanto m = 0, n = 1, by = KK;/7 e a; = 1/7. Caso a modelagem do
sistema nao tivesse sido realizada, os valores de m e n poderiam ser arbitrados

20 aluno é aconselhado a realizar uma revisio sobre diagramas de Bode (Basilio, 1995)
com vistas a ter a base necesséaria para justificar formalmente as conclusGes aqui apresen-
tadas.
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a partir de um compromisso entre a exatidao do ajuste e a complexidade do
modelo obtido?.

Sabe-se que a resposta em estado permanente (yss(t)) a uma entrada
senoidal u(t) = Up,,Sen wot aplicada ao sistema cuja funcao de transferéncia
é aquela da equacao (3.43) é:

Yss(t) = Yo Sen (wot + ¢o) (3.46)

onde Yy, = |G(jwo)|Um, € ¢o € a defasagem entre as senoides de entrada e
de saida. Portanto, para uma dada freqiiéncia wy

G(jwo) = |G (jwo)|e’? (3.47)

onde |G(jwo)| = Y /Umg € ¢o é obtido medindo-se a defasagem entre os
sinais de entrada e de saida.
Substituindo s = jwgy na equagao (3.44), obtém-se:

(jLUQ)mb() + (jLUQ)mflbl + ...+ (ij)bm—l + by,

G(jwo) =
) = Gl + Gl Tar -+ Glolan-1 +

(3.48)

onde, de acordo com a equacdio (3.47), G(jwo) = |G (jwo)|e’?. Multiplicando-
se ambos os membros da equacio (3.48) por (jwo)™ + (jwo)" tay + ... +
(jwo)an—1 + a, resulta:

G(jwo)(jwo)" + Zn: G (jwo)(jwo)" a; = i(jm))m%bz’ (3.49)
i=1 i=0
que é equivalente a:
S Gen) o) e — 3 Geoo) ™ b = —Glwo)Gwo)  (350)
i=1 =0
Definindo
gt:[al as ... ap by b1 ... bn} (3.51)

pode-se escrever:

3Pode-se mostrar que quanto maiores os valores de m e n, melhor o ajuste da curva de
resposta em freqiiéncia do modelo aos pontos obtidos experimentalmente. Porém, valores
grandes de n dao origem a modelos de ordem elevada, o que torna dificil o projeto do
controlador.
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[ G(jwo)(jwo)" " .. G(jwo)(jwo) G(jwo) — (jwo)™ ... — (jwo) — 1]z =
= G(jwo)(jwo)"
(3.52)
Repetindo-se também para as freqiiéncias w;, i = 1,2,...,q, obtém-se a
seguinte equagao matricial:
Mz =y (3.53)
onde M = [ M, M, ],
G(jwo)(jwo)"fi oo G(jwo)(jwo) G(jwo)
G(jw1)(Jw)" ™ ... Gwr)(Jw G(jw
M i 1)(:7 1) (J 1.)(1 1) (J' 1) | (3.54)
G(jwq)(jwq)nil G(jwq)(jwq) G(jwq)
—(jwo)™ ... —(jwo) -1
—(jw)™ ... —(jw -1
ay = | U Gr) = , (3.55)
—(Jwg)™ ... —(Jwg) -1
~G(jwo)(jwo)"
—G(jwg)(Jwg)"

M e @lath)x(mtntl) ¢ y € €7t Uma vez que a matriz M e o vetor y sao
complexos, podem ser escritos como:

M = Re(M) + jIm(M) e y= Re(y)+ jIm(y) (3.57)

e, portanto, a equacao (3.56) é idéntica a:
[Re(M) + jIm(M)]z = Re(y) + jIm(y). (3.58)
Comparando as partes real e imaginaria, resulta:

Re(M)z Re(y

Im(M)z = Im(y)

~—

(3.59)
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que é equivalente a:

Az =b (3.60)

onde

e [Eh] (B e

Ae [R2(q+1)><(m+n+1)’ be [R2(q+1) ex € RmHntl

Antes de se propor uma solugdo para a equagao (3.60) é oportuno fazer
uma andlise das dimensoes das matrizes envolvidas. Para tanto, lembre-se
de que g+ 1 representa o numero de freqiiéncias usadas no experimento para
a obtenc¢ao da resposta em freqiiéncia do sistema e m e n denotam, respec-
tivamente, os graus dos polinémios do numerador e denominador de G(s).
Para um melhor ajuste da curva de resposta em freqiiéncia do modelo aos
valores obtidos experimentalmente, g deve ser grande o suficiente para varrer
todas as freqiiéncias de interesse. Em contrapartida, m e n nao devem ser
demasiadamente grandes pois aumentam significativamente a complexidade
do modelo. Portanto, na pratica, ¢ > m + n, o que implica que a matriz
A possui, em geral, um ntmero de linhas muito maior que o nimero de col-
unas. Observe ainda que, para o sistema de equagoes (3.60) ter solucao é
necessario que o vetor b possa ser escrito como uma combinacao linear das
colunas de A. O fato da matriz A ter um numero de linhas muito maior que
o nuiimero de colunas torna essa possibilidade bastante remota, o que implica
que, geralmente Az # b.

Seja, portanto,

b= Az (3.62)

e defina

|S>

— b (3.63)

Q:

Considere o seguinte problema: encontre z tal que ||| seja minima.
Note que, se existir x tal que Az = b entdo |le||3 = 0, o que implica que
mesmo no caso em que o sistema de equagoes (3.60) tem soluc¢do, o método
dos minimos quadrados também levara a essa solugao.

A partir das equagoes (3.62) e (3.63) tem-se:

lell3 = <Az —bAz—b>
(Az — b)'(Az — b) (3.64)
2’ A'Az — 2" A'b — V' Az + b'b
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e como 2! A’b € R entdo z' A'h = (2! A'b)! = b Az, o que nos permite escrever:
lell3 = a* A' Az — 20! Az + b'D (3.65)

Antes de abordar o problema de minimizagao proposto em (3.65), alguns
conceitos devem ser relembrados:

1. Seja y = f(x1,z2,...,T,) uma funcao de R"™ em R. A derivada de y
em relagao ao vetor z é definida como:

9y
8:51
9y

O _ | Oe (3.66)

9y
oz,

2. De acordo com a notacao introduzida na equagao (3.66), tem-se que:
(a) Se y = b'x, onde b € R" entdo

dy
= =b 3.67
= (3.67)
Prova: Seja bt = [ by by ... b, ] Entéo y = b'z = biz1 +boza+...+
bnxy, e portanto:
9y
8:51
Jy 21
oy Ozy 2
=7 — = =b. 3.68
oz : : N (3.68)
Iy o
| Oz
(b) Se y = 2! Hz, onde H é uma matriz simétrica, isto é H® = H, entao
dy
— =2H 3.69
. x (3.69)

Prova: Por inducao finita sobre n.
(i) n = 2. Neste caso

Y = [ Tr1 X2 ] fnn Iz 1 = hllx% + 2h19x179 + hzgxg (370)
hiz  hao T3



58 CAPITULO 3. MODELAGEM E IDENTIFICACAO

Portanto:
Oy
dy _ dzy | _ | 2hnixy + 2higay
ox 9y 2hi2x1 + 2hogxo
8932
hi1 hio ] [ x1 }
= 2 =2Hzx 3.71
[ hi2  hao T2 - (3.71)

(71) Assuma que a expressao (3.69) seja valida quando H € R™*", isto é,
se y = 2'Hz entdo dy/0x = 2Hz.
(iii) Seja agora H € RMD*(+1) “igto é:

hi1 hig -+ hip h1nt1
hi2 haa -+ hay honi1
H = : : : : . (3.72)
hln h2,n e hnn hn,n-l—l
| Pt hengr o ol Pngingr |
Definindo
hi1 hi2 -+ hip
hia  hoa -+ ho,
hln h2,n o hnn
iy = [ hintr hopsr o ot | (3.73)
z, = [z 2 - |

entdo y = 2! Hx é equivalente a:

AN

t
Yy = Ty Tp+l t
[ " ] ﬁn—i—l hn+1,n+1 Tn41

¢ t t £
= [t vt gl w1 2
n

t t t 2
t t 2
= ganzn + 2xn+1ﬁn+1£n + xn+1hn+1,n+1 (374)

onde para a obtencao da ultima expressao fez-se uso do fato de que como

t 5 t _ t t _ 1t
gnﬁnJrl € R entao lnthrl - (gnﬁnJrl) - ﬁn—f—l&n'



3.3. AJUSTE DA F.T. POR MINIMOS QUADRADOS 99

Desta forma, dy/0z sera:

Oy
Oy _ dz, | _ t 2H, 2, + 2%ni1h, 44
Tn+1
H
— Q[ht” hh"“ ] [ n }:2}1@ (3.75)
Npq n+1,n+1 Tn41

g

Estamos, agora, em condicoes de considerar o problema de encontrar

z € R™ ! que minimiza ||e||3 expressa pela equacao (3.65). A partir dos
resultados 2(a) e 2(b), podemos escrever:

O el = 2(4 A1z - 24% (3.76)

e, portanto, o valor de z que minimiza |[e||3 sera tal que
2(A'A)x — 24" = 0. (3.77)

Observe que, como, em geral, m +n + 1 < 2(¢ + 1), o posto de A é,
geralmente, igual a m +n + 1 e, portanto, A'A é nao singular, sendo desta
forma inversfvel. Conseqiientemente, o vetor z que minimiza |le||3 ser4:

z = (A'A) 1A

(3.78)

O desenvolvimento acima nos permite escrever o seguinte algoritmo para
a identificacdo dos parametros da funcao de transferéncia G(s) = b(s)/a(s),
onde b(s) = bgs™ + b1s™ L+ ...+ by 15+ by ea(s) =s"+as" .+
Ap—18 + Qpn:

Algoritmo 3.5
1. Arbitre valores para m e n e forme o vetor

t
T = [ ay a2 ... Qp bo b1 bm,1 bm ]

2. Excite o sistema com fungoes senoidais u(t) = Up,Sen (wjit), i =
0,1,...,q, medindo-se as amplitudes das respostas correspondentes (Y;,,,) e
as defasagens em relacao as respectivas senoides de entrada (¢;) e forme

Yo, 56 .
Gjw;) = == % i=1,2,....n

m;
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3. Construa as matrizes M = [ My M ] e A,

G(jwo)(jwo)" " ... G(jwo)(jwo) G (jwo)

My — G(M)(M)”_l G(jm.)(jwl) G(J"M)

Gljwa)jwa)™™" ... Cliwg)(jwg) Gliwy)
—(jwo)™ ... —(jwo) -1

M, —(J'v.Jl)m s —(jwr) —.1

e os vetores y e b,

4. Calcule z = (A*A)"1A’b. Observe que os coeficientes de a(s) corre-
spondem as n primeiras componentes de x e os coeficientes de b(s) sdo obtidos
tomando-se as m + 1 dltimas componentes de z. O

3.4 Experimento para identificacao da funcao de
transferéncia do grupo motor-gerador

Uma vez que ja dispomos do modelo matematico do sistema, podemos passar
agora ao laboratério para realizarmos os ensaios necessarios a identificagao
da fungao de transferéncia do grupo motor-gerador. Este experimento é com-
posto, basicamente de duas partes: (i) excitacdo do motor CC com tensoes
constantes com vistas & identificacdo dos ganhos K, K; e K (ii) excitagdo do
sistema com sinais senoidais de diferentes freqliéncias objetivando-se obter a
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resposta em frequiéncia do sistema para que, a partir da curva de médulo dos
diagramas de Bode e, também utilizando-se o diagrama polar, identificar 7.
No experimento para a identificagdo da funcao de transferéncia do grupo
motor-gerador, serao utilizados os seguintes equipamentos:
1. Osciloscopio digital com, pelo menos, dois canais;
Gerador de fungoes;
Fonte de tensao CC (reguldvel);
Tacometro optico;
Multimetros digitais (3);
Amplificador de poténcia;
Resisténcia de 0, 52

NS G o e

3.4.1 Experimento para determinacao de K, K e K,

Sao os seguintes os passos necessarios para a obtencao dos dados que levam
a determinacdo dos parametros K, K e K;:

1. Conecte as saidas da fonte de tensao CC aos terminais do motor.

2. Conecte um multimetro (funcionando como voltimetro) a saida da fonte
de tensao e um outro multimetro (funcionando também como voltimetro) aos
terminais do tacometro.

3. Conecte um dos terminais do multimetro (funcionando como amperi-
metro) a um dos terminais da carga (resisténcia de 0,5Q) o outro terminal
da resisténcia a um dos terminais do gerador. Note que para que o circuito
seja fechado, o terminal de entrada do multimetro deverd ser conectado ao
outro terminal do gerador. Nao o faga agora. Isto sera feito mais adiante.

4. Excite o motor com o primeiro valor de tensao (V,) sugerido na primeira
coluna da tabela 3.4.1, anotando na segunda coluna o valor da tensao efeti-
vamente aplicada. Em seguida, meca a tensao nos terminais do tacometro
(V;) e a velocidade angular do motor (w), utilizando um tacémetro 6ptico,
preenchendo, respectivamente, as colunas 3 e 4 da tabela 3.4.1.

5. Mantendo a mesma tensao V,, feche o circuito formado pelo gerador,
multimetro e pela resisténcia de 10§2, medindo a corrente que circula na carga
(I4) e o novo valor da tensao nos terminais do tacémetro (V/), anotando-os,
respectivamente nas colunas 5 e 6 da tabela 3.4.1. Deve-se tomar o cuidado
de certificar de que nao houve alteragao no valor de V, apds a introducao
da carga no circuito. Tendo a leitura sido feita, abra o circuito gerador-
multimetro-resisténcia.



62 CAPITULO 3. MODELAGEM E IDENTIFICACAO

Vo (V) sugerida | V, (V) medida | V; (V) | w (rpm) | I, (mA) | V] (V)
6.0
7.5
9,0
10,5
12,0

Tabela 3.1: Experimento para determinacdo dos parametros K, K; e K

6. Repita os passos 4 e 5 para os demais valores de tensao sugeridos na
tabela 3.4.1.

3.4.2 Experimento para obtencao da resposta em freqiiéncia

Para a obtencao da curva de resposta em freqiiéncia do sistema é necessario
excitar o motor com uma tensao senoidal. Os geradores de funcées de que o
laboratorio dispoe nao tém poténcia suficiente para fazer o motor funcionar.
Para superar este problema, faz-se passar o sinal fornecido pelo gerador de
funcgoes por um amplificador de poténcia, que fornecerd, entdao, a poténcia
necessaria para o motor girar. Com isso em mente, siga os passos seguintes
para obter os dados necessarios para o levantamento da curva de resposta em
frequiéncia do sistema:

1. Conecte os terminais do gerador de fungoes aos terminais de entrada
do amplificador de poténcia. Em seguida conecte os terminais de saida do
amplificador de poténcia aos terminais do motor.

2. Conecte os terminais de saida do amplificador de poténcia ao canal 1
do digitalizador e os terminais do tacometro ao canal 2 do digitalizador.

3. Excite o motor com uma tensao senoidal de aproximadamente 10V de
amplitude, variando a freqiiéncia da tensao senoidal fornecida pelo gerador
de funcoes de forma a excitar o motor com valores de freqiiéncia préximos
daqueles sugeridos na primeira coluna da tabela 3.2. Em seguida, complete
as demais colunas da tabela.

3.5 Validacao do modelo

Tendo sido determinados os parametros da fungao de transferéncia do sis-
tema, o passo seguinte é a validagao do modelo obtido, i.e, verificar se os
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f (Hz) sugerida | f (Hz) medida | V, (V) | Vi (V) | Vi/Va | ¢ (rad)
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,65
0.85
1,10
1,50
1,85
2,40
3,10
410
5,30
6.90
9.50
11,8
13,5
15,3
18,0
20,0

Tabela 3.2: Tabela para levantamento da resposta em freqiiéncia do sistema
motor-gerador-tacometro

valores calculados a partir dos experimentos de identificacdo sao tais que
o modelo matematico adotado represente, com precisao aceitavel, o sistema
real. No caso do grupo motor-gerador (sistema adotado para este laboratério)
foram realizados ensaios para se determinar os parametros K, K;, K e .
Note que:

1. Os ganhos K e K; foram identificados a partir do ajuste dos coeficientes
angulares de retas que passam pela origem, de acordo com os algoritmos 3.2
e 3.3. A exatidao dos valores encontrados para K e K; pode ser verificada
a partir da comparacao com o produto K K;, identificado de acordo com o
algoritmo 3.1.
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2. O valor de K, por sua vez, foi identificado de uma maneira apenas
(algoritmo 3.4). Isto requer, entdo, que sejam realizadas algumas simulagoes
em computador e comparar o resultado destas com o desempenho do sistema
real.

3. A constante de tempo 7 foi calculada de duas formas: (i) a partir
da determinacao da freqiiéncia de canto do diagrama de médulo de Bode e
(ii) a partir do ajuste do diagrama polar de K K;/(7s + 1) a um conjunto
de pontos obtidos experimentalmente. O valor de 7 serd escolhido a partir
de simulagoes em computador, comparando-se os resultados dessas com o
desempenho do sistema real.

Assim sendo, para a validagdo do modelo matema&tico do grupo motor-
gerador, dado na figura 3.4 e representado novamente na figura 3.9, proceda
da seguinte forma:

1 Encontre o erro percentual (Exg,(%)) entre os produtos de K eKy,
obtidos a partir dos algoritmos 3.2 e 3.3 e de Ky, obtido de acordo com o
algoritmo 3.1, isto é:

KKy — Kiq

EKKt(%) = KKt

100(%) (3.79)
Se o erro for menor que 1%, os valores de K e K; obtidos experimentalmente
podem ser adotados como representativos do modelo, com razodvel grau de
confianca. Caso o erro seja maior que 1%, deve-se, inicialmente, verificar
se os resultados obtidos nos ensaios de laboratério foram de fato utilizados
no calculo de K, K; e KK;. Isto permitird que se encontre possiveis dis-
crepancias entre os valores obtidos pelos trés métodos, evitando que todos
os experimentos realizados para a determinacao de K, K; e K, tenham que
ser realizados novamente. Caso nao tenha sido encontrado qualquer erro de
manipulacao dos dados, o aluno deve retornar ao laboratério para realizar no-
vamente aqueles experimentos cujos valores obtidos inicialmente apresentam
maiores discrepancias.

2 Excite o grupo motor-gerador com um pulso de tensao de amplitude
igual a 10V com freqiiéncia de aproximadamente 0, 3Hz e faca a aquisicao dos
sinais* de entrada (vy(t)) e de saida (v¢(t)) e dos correspondentes instantes
de tempo ().

3 Excite novamente o grupo motor-gerador com um pulso de tensao de
amplitude igual a 10V com freqiiéncia de aproximadamente 0,3H z. No meio

4Esta aquisicio de dados pode ser feita utilizando-se um computador com placas de
aquisicao de dados ou um osciloscépio digital com capacidade de armazenamento em disco.
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llg(s)

K

v [ + J o el o e
Ts+1

Figura 3.10: Diagrama de blocos representativo do modelo matematico do
grupo motor-gerador-tacometro

do pulso, conecte a resisténcia de 0,5{) aos terminais do motor e mega a
corrente de carga. Em seguida, faga, como no item anterior, a aquisicao dos
sinais de entrada (v, (t) e iy(t)) e de saida (ve(t)).

4(a) Com os valores de K e Ky, obtidos no passo 1, e com o valor de
7, obtido a partir do diagrama de moédulo de Bode, construa um modelo
em SIMULINK equivalente ao diagrama de blocos representativo do grupo
motor-gerador dado pela figura 3.10 no qual o sinal de entrada sed t x v, (t)
(obtidos no passo 2). Para tanto, crie dois vetores colunas t e va, cujas
componentes sao as correspondentes abscissas e ordenadas do sinal de en-
trada e utilize o bloco ‘from workspace‘ como entrada, sendo t e va os
parametros. Realize uma simulacao tendo como instantes inicial e final, t (1)
e t(length(t)), respectivamente. Note que, apds a simulagao serao gera-
dos dois vetores: ts, que corresponde aos instantes de tempo utilizados na
simulacao e vts, que corresponde a tensao nos terminais do tacometro para
o modelo obtido. Represente, em um mesmo grafico, as curvas t x vy(t),
t x v(t) e ts X v(ts), onde ts é um intervalo cujos extemos sao ts(1) e
ts(length(ts).

4(b) Proceda de forma idéntica a anterior, porém com o valor de 7 obtido
a partir do ajuste do diagrama polar.

4(c) Entre as curvas tgs X v(ts) (representadas graficamente nos item 4(a)
e 4(b)), escolha aquela que mais se aproxima da resposta do sistema real
t X vy(t). O valor de 7 que corresponde ao modelo que produziu a curva mais
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préxima serd o escolhido.

5 A partir dos dados obtidos ao final do passo 3, crie agora quatro ve-
tores colunas, t, va, ig e vt correspondente aos dados armazenados para t,
va(t), ig(t) e v¢(t), respectivamente. Em seguida, utilizando o mesmo modelo
construido no item 4(a), excite o sistema com blocos ‘ from workspace ‘ cujos

parametros serao: (i)t e va (entrada de referéncia); (i) t e ig (perturbagao).
Represente, em um mesmo grafico, as curvas ¢ X v,(t), t X ig(t), t X v(t) e
tsxvi(ts), onde tg é um intervalo cujos extemos sao ts(1) e ts(length(ts)).
Ao final deste passo ficard claro se hd algum erro em K.

E de se esperar que as curvas obtidas no trabalho de simulacao nao sejam
exatamente coincidentes com as curvas obtidas para o sistema real. Porém,
para que o modelo adotado possa ser considerado satisfatério, essas cur-
vas devem ser bastante préximas. Qualquer discrepancia mais acentuada
pode desqualificar o experimento de identificacao ou até mesmo o modelo
matematico; por exemplo, levando a necessidade de escolha de um modelo
nao-linear.



Capitulo 4

Projeto do controlador de
velocidade

Obtido um modelo matematico para o sistema, o passo seguinte é proje-
tar um controlador que satisfaca as seguintes exigéncias: (i) estabilidade;
(7i) rastreamento assintético de um sinal de referéncia (i.e. para uma dada
velocidade, o motor deve, em estado permanente, girar nessa velocidade);
(7ii) rejeicao assintética de perturbagdes (i.e. quando uma carga for in-
serida nos terminais do gerador, o motor, apés um ‘pequeno’ transitério,
deve permanecer com a mesma rotacao de antes da introducao da carga);
(iv) o sistema compensado nao deve ter o seu desempenho comprometido
por eventuais erros no modelo, cometidos durante a fase de identificacao, o
que significa dizer que o sistema tem elevada robustez ou equivalentemente
pouca sensibilidade a variagoes nos parametros da funcao de transferéncia da
planta) e, finalmente, (v) bom desempenho transitério.

O objetivo deste capitulo é desenvolver o projeto de um controlador de
velocidade para o grupo motor-gerador que satisfaca as condigoes (i) a (v)
acima. Como finalidade didatica, serd, inicialmente, considerada a possibili-
dade de se fazer a compensacao em malha aberta para, em seguida, projetar
um sistema de controle realimentado. Esta abordagem terd a finalidade de
ilustrar os beneficios da realimentacao num sistema de controle.

Este capitulo estd estruturado da seguinte forma: na secdo 4.1 serao
apresentados os fundamentos tedricos necessarios para o projeto de um con-
trolador que rastreie assintoticamente um sinal de referéncia, R(s), e rejeite
(também assintoticamente) uma perturbagao, D(s), conforme a figura 4.1.

67
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Figura 4.1: Diagrama de blocos para o projeto de controladores com objeticos
de rastreamento assintético de um sinal referéncia e rejeigdo assintdtica de
perturbacao

Outro tépico a ser abordado na se¢ao 4.1 é a chamada sensibilidade de um
sistema em relacao a variacao de parametros da funcao de transferéncia da
planta. Na secao 4.2 serd considerado o projeto de um controlador que sat-
isfaca as exigéncias (i) a (v). Vale lembrar que um bom dominio do método
do lugar das raizes é fundamental para o projeto de compensadores, principal-
mente no que se refere & melhoria da resposta transitéria. Outros conceitos
também importantes sdo aqueles refentes a resposta transitéria de um sis-
tema de segunda ordem. Caso esses assuntos nao estejam bem sedimentados,
os alunos sao aconselhados a revisa-los.

4.1 Fundamentos tedricos

4.1.1 Rastreamento e rejeicao assintética de sinais de dina-
mica conhecida

Considere o sistema realimentado da figura 4.1 onde, G(s) e K (s) representam
as funcoes de transferéncias da planta e do controlador, respectivamente,
sendo

G(s) = e K(s)= , (4.1)

na(s) e dg(s) sao polindémios conhecidos e nk(s) e di(s) sdo polinémios a
serem determinados. Sejam R(s), D(s) e Y (s) as transformadas de Laplace
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dos sinais de referéncia, de perturbagao externa e de saida, onde

a(s) 7(s)
R(s) = e D(s) = —=, 4.2
(5 0= (42)
B(s) e 0(s) sao polindomios conhecidos (dinamicas de R(s) e D(s), respecti-
vamente), a(s) e y(s) sdo também polindémios, porém, como serd visto mais
adiante, nao sao necessariamente conhecidos.
A partir do diagrama de blocos da figura 4.1, pode-se escrever:

Y(s) = —G(s)D(s) + G(s)K(s)R(s) — G(s)K(s)Y (s) (4.3)
e, conseqiientemente:

_ G(s)K(s) R(s) - G(s)
1+ G(s)K(s) 1+ G(s)K(s)
A partir da equagao (4.4), pode-se observar que o sinal de saida Y (s)
possui duas componentes: (i) Yr(s), que é devida ao sinal de referéncia R(s)
e (i1) Yp(s), que se deve a perturbagao externa D(s). Portanto, Y (s) pode
ser escrito como:

Y(s) D(s). (4.4)

Y (s) =Yr(s) — Yp(s) (4.5)
onde

_ GHK(®)
1+ G(s)K(s)

G(s)

Yi(s) R(s) e Yo(s) = 7GR

D(s) (4.6)

O rastreamento e a rejeigao de perturbagoes externas (assintoticamente)
requerem que y(t) — r(t) quando t — 0o, 0 que equivale a exigir que

Jim yp () =0 (4.7)
tlggo er(t)=0 (4.8)

onde
er(t) = yr(t) — r(t). (4.9)

Os problemas do rastreamento assintético de um sinal de referéncia e da
rejeigao assintética de um sinal externo de perturbagao (ambos de dinamicas
conhecidas) serao abordados considerando-se as condigbes impostas pelas
equagoes (4.7)—(4.9), acima. Antes, porém, considere a seguinte fatoragao:
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seja p(s) um polinémio e fatore p(s) como p(s) = p~(s)p™(s), onde p~(s)
é um polinémio de Hurwitz cujos zeros sdo os zeros de p(s) com parte real
negativa e p*(s) é um polindémio cujos zeros sao os zeros de p(s) com parte
real positiva ou nula. Por exemplo, o polinémio p(s) = s — 2s* — 3s pode
ser fatorado como p~(s)p*(s), onde p~(s) = s+ 1 e pt(s) = s(s — 3).

Condigoes necessarias e suficientes para que o sistema da figura 4.1 rejeite
assintoticamente um sinal D(s) = 7(s)/5(s), B(s) conhecido, sdo apresen-
tadas no seguinte teorema.

Teorema 4.1 Seja K (s) um controlador que estabiliza G(s), isto é, K(s) é
tal que o sistema realimentado da figura 4.1 é estavel e seja D(s) = y(s)/d(s),
d(s) conhecido. Entao

tli)r& yp(t) =0, (4.10)

isto é, o sistema rejeitard assintoticamente o sinal de perturbacao d(t), se e
somente se

na(s)dx (s) = x(s)0" (s) (4.11)

onde 6T (s) é um polinémio formado com os zeros de d(s) com parte real
positiva ou nula e x(s) é um polinémio qualquer.

Prova: Usando as notagoes das equagoes (4.1) e (4.2), tem-se que, a ex-
pressao (4.6) pode ser escrita como:

B ng(s)dk(s) v(s)
Y0U8) = Lo () + da(8)dr (3)] 57 ()0~ (5) (4.12)
Note que
ne ()i (s) + da(S)dic () = pe(s), (4.13)

onde pc(s) denota o polinémio caracteristico de malha fechada. Como, por
hipétese, K (s) estabiliza G(s) entao pc(s) é um polinémio de Hurwitz e,
portanto,
lim yp(t) = lim sYp(s) =0 (4.14)
t—o0 s—0

se e somente se 67 (s) for um divisor de ng(s)dx(s), ou equivalentemente, se
existir um polinémio x(s) tal que ng(s)dg(s) = x(s)d(s) O

0 teorema 4.1 acima mostra que para que haja rejeicao assintética de
um sinal externo de perturbacao aplicado na entrada da planta, as dinamicas
desse sinal que possuem parte real positiva ou nula devem ser zeros da planta
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ou pdlos do controlador. Vale ressaltar que, somente em casos especiais, essas
dindmicas serao também zeros da funcao de transferéncia da planta e por-
tanto, para se conseguir a rejeicao assintética de um sinal de perturbagao, é
mais comum fazer com que essas dinamicas sejam também pélos do contro-

lador, isto é,
1

T 5t (s)

K(s) K(s) (4.15)
onde K (s) = nx(s)/di(s), fnx(s) e dx(s) serdo escolhidos de tal forma que
na(s)nx(s) + dg(s)dx (s)d% (s) seja um polinémio de Hurwitz.

Uma vez obtida uma condigdo necessaria e suficiente para a rejeigao
assintética de um sinal externo de perturbacao, o passo seguinte é consi-
derar o problema do rastreamento assintético de um sinal de referéncia. A
abordagem deste problema é feita de forma andloga a anterior, levando a
condicao necesséaria e suficiente do teorema seguinte.

Teorema 4.2 Seja K (s) um controlador para o qual o sistema realimentado
da figura 4.1 seja estavel e assuma que a transformada de Laplace do sinal
de referéncia r(t) é R(s) = a(s)/5(s), B(s) conhecido. Entao

lim er(t) =0, (4.16)

t—o0
isto é, y(t) rastreia assintoticamente r(¢), se e somente se
de(s)dr (s) = n(s)B" (s) (4.17)
onde 31 (s) é um polinomio formado com os zeros de ((s) com parte real

positiva ou nula e 7(s) é um polinémio qualquer.

Prova: A partir das equagoes (4.6) e (4.9), pode-se escrever:

Er(s) = R(s)— Yg(s)
1
T GERe e

e usando a notagao da equagao (4.1) tem-se:

dg (s)dk () a(s)

Er(s) = [nG(s)nk (s) + da(s)dk (S)] BT (s)B(s)

. (4.19)
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Como, por hipdtese, G(s) estabiliza K(s), entdo p.(s) = ng(s)nk(s) +
dc(s)dk(s) é um polinémio de Hurwitz e, portanto,
lim er(t) = lim sYr(s) =0 (4.20)
t—o0 §—00

se e somente se dg(s)d (s) for miltiplo de 57 (s), ou equivalentemente, se
existir um polinémio 7(s) tal que dg(s)dx(s) = n(s)B7(s). O

De acordo com o teorema 4.2, para que haja rastreamento assintético de
um sinal de referéncia, as dindmicas desse sinal com parte real positiva ou
nula devem ser pélos do controlador ou da planta. Observe que, somente
em casos muito especiais havera coincidéncia dos pdélos da planta com essas
dindmicas. Portanto, de uma forma geral, o rastreamento assintotico serd

obtido fazendo-se: )

K(s)= ﬁ+—(s)K(S) (4.21)
onde K(s) = nx(s)/di(s), nkx(s) e dx(s) serdo tais que ng(s)nx(s) +
da(s)d ()37 (s) seja estével.

Finalmente, note que os objetivos de rastreamento assintético de um sinal
de referéncia R(s) = a(s)/[3 ()31 (s)] e a rejeicao assintdtica de um sinal
externo de perturbagao D(s) = v(s)/[07(s)d~ (s)] serdo, em geral, atingidos
simultaneamente, com um mesmo controlador, fazendo-se

1 _
mme5F(s), 65 ()] )

K(s) = (4.22)
onde mmc[3* (s), 6% (s)] denota o minimo miltiplo comum de 3% (s) e 7 (s)
e K(s) = ng(s)/dg(s), com fg(s) e di(s) sendo calculados de forma que

pe(s) = ne(s)ik (s) + da(s)dx (s)mme[37 (s), 67 (s)] (4.23)
seja um polinémio de Hurwitz.

Exemplo 4.1: Suponha que para o sistema realimentado da figura 4.1,
R(s) = A/s e D(s) = B/s, onde A, B € R sao as amplitudes dos degraus
de referéncia e de perturbagao, respectivamente. Portanto, para que sejam
atingidos, simultaneamente, os objetivos de rastreamento assintético de r(t)
e rejeigao, também assintética, de d(t), o controlador deve possuir agao inte-
gral, isto é,

K(s) = ~K(s) (4.24)
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K (s) sendo calculado de tal sorte que o sistema realimentado seja estével
com bom desempenho transitério. Guarde bem este resultado! Ele sera
importante quando do projeto de um controlador de velocidade para o grupo
motor-gerador.

4.1.2 Sensibilidade

A sensibilidade de um sistema esta associada a nao manutencao do desem-
penho e da estabilidade em presenca de variacoes nos parametros da planta.
Essas variagoes sao, em geral, devidas a: (i) erros de identificagdo da funcao
de transferéncia do sistema, uma vez que os valores dos parametros, obti-
dos a partir da identificacao, jamais representarao exatamente o sistema real
e (ii) envelhecimento dos componentes do sistema. Desta forma, é impor-
tante analisar como o sistema iré se comportar em presenca de tais variacoes
(comumente denominadas de incertezas no modelo), seja no que se refere
ao desempenho do sistema compensado, ou com relacao a manutencao da
estabilidade.

A sensibilidade de um sistema em relacdo & variacdo em um determinado
elemento é quantificada pela razao entre a variagdo percentual da funcao de
transferéncia do sistema e a variacao percentual da funcao de transferéncia
do elemento considerado, i.e.,

(s) 100%
T(s
Sg(s) )

AG(s
S 100%

(4.25)

onde T'(s) representa a fungao de transferéncia global do sistema e G(s) é
a funcao de transferéncia do elemento considerado (em geral, a planta). A
implicagao imediata da equagao (4.25) acima é que, quao mais perto de 1 for
Sg, mais sensivel a variagdes nos pardmetros de G(s) serd o sistema como
um todo. Observe que a equagao (4.25) pode ser escrita como:

_ AT(s) G(s)
S6(s) = AG(s) T(s)

(4.26)

e, portanto, quando AG(s) — 0 tem-se que AT'(s) — 0 e conseqiientemente,

S&(s) = T(3) 9C(3) (4.27)
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(b)

Figura 4.2: Diagrama de blocos: (a) sistema em malha aberta; (b) sistema
realimentado

A reducao da sensibilidade do sistema a variacao dos pardmetros da
funcdo de transferéncia da planta é uma das razdes para se usar a reali-
mentacao. Este fato serd evidenciado no exemplo seguinte.

Exemplo 4.2: Sejam os sistemas em malha aberta e fechada representados
na figura 4.2. Calcule Sg para ambos os casos.

Consideremos inicialmente o sistema em malha aberta. Neste caso T'(s) =
G(s)K (s) e, portanto:

_GaT G

T —_— —
SG_TaG GK

K=1 (4.28)

que revela que qualquer erro de identificacdo ou variacao nos parametros de
G(s) ird implicar num erro, de mesma magnitude na fungao de transferéncia
(e por consegiiinte, no desempenho) do sistema como um todo.

Para o sistema em malha fechada, tem-se que T'(s) = G(s)K(s)/[1 +
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G(s)K(s)], e entao:

sL — g@_T
¢ T 8G
1+GK (1+GK)K — GK?
GK (1+ GK)?
1
= T3GK (429)

= G

Suponha que K (s) estabiliza o sistema da figura 4.2(b) entao, para uma dada
freqliéncia wy, Sg serd reduzida de 1 (sistema em malha aberta) para

Tro N 1
| Si(jwo) |= 15 Gl K Goo) | (4.30)

que é menor que 1, evidenciando o beneficio da realimentacao no que se refere
a diminuicao da sensibilidade do sistema & variagao nos parametros de G(s).
O

4.1.3 Complementos
(a) Compensacao em malha aberta

Suponha que se deseje fazer uma compensacao em malha aberta conforme o
diagrama de blocos da figura 4.3 e seja K(s) = K,. Nessas condigoes:

(1) Para quais valores de K, o sistema sera estavel?

(2) Entre os valores de K, que tornam o sistema estdvel, encontre aquele
que faz com que o sistema tenha um erro de regime permanente nulo para
uma entrada igual ao degrau de amplitude V..

(b) Compensacao em malha fechada (controlador integral)

Suponha, agora, que o objetivo seja projetar um sistema de controle realimen-
tado para o sistema, conforme o diagrama de blocos da figura 4.4. Conforme
visto na segao 4.1.1, exemplo 4.1, a estrutura mais simples para K (s) de tal
sorte que o sistema realimentado rastreie e rejeite assintoticamente um de-
grau é K(s) = Ky/s, onde K é calculado para que o sistema realimentado
seja estavel e com bom desempenho transitério. Construa o gréfico do lugar
das raizes do sistema e responda:
(1) Para quais valores de K7, o sistema realimentado serd estével?
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Ig(s)
K
Vi, (s) V(s - Vi(s
K(S) ( ) K + Q 7’81-‘1-1 Kt ( )

Figura 4.3: Diagrama de blocos para o sistema em malha aberta

(2) Para quais valores de K7, o sistema realimentado serd: (i) super-
amortecido; (4i) criticamente amortecido; (4ii) sub-amortecido e (iv) sub-
amortecido com percentual menor ou igual a 5%.

(c) Compensacao em malha fechada (controlador proporcional +
integral)

Seja, agora

s+z z 1
K(s) = Ky = K, (1 + g) =K, <1 + ﬂ> (4.31)
1

onde T; = 1/z, Ky e z > 1/7 aserem determinados. Esboce o gréfico do lugar
das raizes do sistema realimentado da figura 4.4 com o controlador (4.31) e
responda:

(1) Para quais valores de K, o sistema realimentado serd estével?

(2) Para qual valor de K, os pdlos do sistema realimentado serao com-
plexos e com parte real igual a —1/77

4.2 Projeto do controlador de velocidade

Como o objetivo do sistema de controle a ser aqui desenvolvido é controlar a
velocidade de rotagao do motor, isto é, manté-la em um determinado valor, é
natural considerar como sinal de referéncia um degrau de amplitude V,. Volts,

isto é:
V. (V), t>0
v, (1) = { 0 (t <) 0 (4.32)
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Iy(s)
K
Ny (5) E—0) P

Figura 4.4: diagrama de blocos para o sistema realimentado

Note que estd implicito no objetivo de rastreamento do sinal v, (t), a neces-
sidade do sistema ser estavel. Além desses objetivos (estabilidade e rastrea-
mento assintético do sinal de referéncia) o sistema deve:

1. Rejeitar sinais de perturbagao, que podem ser modelados como degraus
de amplitude I, Amperes, isto é:

ig(t) = { ég (;41’ t;’ = to (4.33)

onde, tg > 0.

2. Baixa sensibilidade a erros de identificagdo dos parametros do modelo
do grupo motor gerador.

3. Bom desempenho transitorio. Como se trata de uma planta didatica, o
desempenho do sistema serd definido unicamente um termos do tempo
de acomodacao da resposta ao degrau do sistema em malha aberta.

E sabido que os objetivos de um sistema de controle somente serao al-
cancados com sistemas realimentados. Porém, como forma de ilustrar os
beneficios da realimentacao, iremos, inicialmente, considerar a possibilidade
de se usar um controle em malha aberta e, em seguida, projetar um sistema
de controle realimentado.
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4.2.1 Sistema de controle em malha aberta

A partir do diagrama de blocos da figura 4.3 pode-se escrever:

Vils) = K ()W (5) — —

1,(s). 4.34
s+ 1 g( ) ( )
E fAcil verificar que o sistema de controle em malha aberta sera estével se
e somente se K(s) for estdavel. Como, por simplicidade foi adotado como
satisfatorio o tempo de acomodacao do sistema sem compensacao, pode-se
utilizar um controlador estético, isto é:

K(s)=Kp (4.35)

onde Kp deve ser determinado de acordo com a secao 4.1.3(a) de tal sorte
que, em regime permanente, vy(t) = V.

Uma vez obtido Kp, o passo seguinte é fazer a andlise do desempenho
do sistema compensado, utilizando o SIMULINK. Para tanto, construa um
modelo, em SIMULINK, equivalente ao diagrama de blocos da figura 4.3. Em
seguida, tendo Os e 2s como instantes inicial e final de simulagédo, proceda a
seguinte simulacao:

1. Para uma corrente i4(t) = 0 (A), aplique um degrau de amplitude igual
a 10V com inicio em ¢ = 0s. Em seguida, encontre o erro de estado
permanente e o valor do tempo de acomodacao (¢s) da resposta.

2. Suponha, agora, que tenha havido um erro de 10% na identificacao de
K,, isto é K“real = 0,9K,. Ainda com i4(t) = 0 (A), aplique um
degrau de amplitude igual a 10 V' com inicio em ¢t = Os e encontre o
erro de estado permanente.

3. Retorne K, ao valor obtido na identificacdo e, em seguida, aplique
simultaneamente as entradas v, (t) e i4(t), ambas degraus, com am-
plitudes respectivamente iguais a 10 V' e 0,450 A e inicios em t = 0 e
t = 1s (s). Realizada a simulagdo, encontre o erro de regime perma-
nente.

4.2.2 Sistema de controle com realimentagao

Vocé deve ter observado que nas simulagoes 2 e 3 realizadas na secao an-
terior, o erro de regime permanente foi diferente de zero, isto é, o sistema
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compensado em malha aberta nao foi capaz de rejeitar um sinal externo de
perturbagao e foi, também, sensivel a erros de identificacdo. A realimentagao
surge, entao, como a unica alternativa para superar essas limitagoes do con-
trolador em malha aberta. Conforme visto no exemplo 4.1, para que o sistema
realimentado seja capaz de rastrear assintoticamente um degrau e rejeitar,
também assintoticamente, sinais externos de perturbagao do tipo degrau, o
controlador deve ser dinamico e, mais crucial ainda, ter um pélo em s = 0.
Portanto, a forma mais simples para esse controlador é o tipo integral (I),
sendo dado por:

K(s) ==L (4.36)

onde K deve ser calculado de tal forma que o sistema realimentado seja
estavel com desempenho transitorio satisfatorio, isto é, que satisfaca as es-
pecificagoes de desempenho. Lembre-se de que, no presente caso, requer-se
que o tempo de acomodagao da resposta ao degrau para o sistema realimen-
tado seja aproximadamente igual ao do sistema em malha aberta.

Para verificar os beneficios da introducgao da realimentacao acrescida de
uma compensacao dinamica, vamos inicialmente considerar os seguintes ca-
sos: (i) sistema realimentado criticamente amortecido e (ii) sistema reali-
mentado subamortecido com percentual de ultrapassagem menor ou igual a
5%. Para tanto, proceda da seguinte forma:

1. Calcule o valor de K; de tal forma que o sistema realimentado seja
criticamente amortecido.

2. Com o valor de Ky, calculado no item anterior, e com os valores de K,
K;, K e 7, identificados para o grupo motor-gerador, construa um mod-
elo em SIMULINK equivalente ao diagrama de blocos da figura 4.4 e
ajuste os tempos inicial e final de simulacao em 0 e 2s, respectivamente.

3. Para uma corrente i4(t) = 0 (A), aplique um degrau de amplitude igual
a 10V com inicio em ¢ = 0s. Em seguida, encontre o erro de estado
permanente e o valor do tempo de acomodagao () da resposta.

4. Suponha, agora, que tenha havido um erro de 10% na identificacao de
K,, isto é K“real = 0,9K,. Ainda com i4(t) = 0 (A), aplique um
degrau de amplitude igual a 10 V' com inicio em ¢t = Os e encontre o
erro de estado permanente.
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5. Retorne K, ao valor obtido na identificagdo e, em seguida, aplique
simultaneamente as entradas v, (t) e i4(t), ambas degraus, com am-
plitudes respectivamente iguais a 10 V e 0,450 A e inicios em t = 0 e
t = 1s (s). Realizada a simulagao, encontre o erro de regime perma-
nente.

6. Calcule, agora, o valor de K; de tal forma que o sistema realimentado
seja subamortecido com percentual de ultrapassagem menor ou igual a

5%.
7. Repita os itens 2 a 5, acima.

O aluno deve ter observado nas simulagoes realizadas que o sistema reali-
mentado com o controlador integral, em ambos os casos (criticamente amorte-
cido e subamortecido com percentual de ultrapassagem menor ou igual que
5%), eliminou a sinal externo de perturbacao e teve erro de regime perma-
nente nulo, mesmo quando se supos um erro de 10% no ganho da funcao
de transferéncia da planta. Contudo, o tempo de acomodagao da resposta
ao degrau para o sistema realimentado é, para ambos os casos, o dobro do
tempo de acomodacao da resposta ao degrau do sistema em malha aberta.
Para se justificar esse fato, construa o diagrama do lugar das raizes do sis-
tema realimentado para K(s) = Kj/s e, a partir do valor da parte real dos
pdélos, mostre que, de fato, o tempo de acomodacao da resposta ao degrau
deveria ser o dobro daquele obtido para o sistema em malha aberta.

Assim sendo, para que o desempenho do sistema realimentado seja apro-
ximadamente igual ao do sistema em malha aberta, os pélos de malha fechada
devem ter parte real aproximadamente igual a —1/7 (pdlo da planta). Isto
implica que o diagrama dos lugar das raizes deve se deslocar para a esquerda
e, para tanto, é necessario que exista um zero igual a —z (z > 0) a esquerda
de —1/7. Portanto, K (s) deve ter a seguinte forma:

K(s) = @ =i, (1+2) = K, (1 + T%) (4.37)

onde T; = 1/z. Note, pela equacao 4.37 acima, que a introdugao do zero no
controlador equivale a doté-lo de agao proporcional, resultando num contro-
lador PI.

Finalmente, para verificar se tal controlador, de fato, tornou o sistema
realimentado mais rapido, proceda da seguinte forma:
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1. Calcule o valor de K, e T; de tal sorte que os pélos do sistema reali-
mentado tenham parte real igual a —1/7.

2. Substitua a fungdo de transferéncia do bloco referente ao controlador
pela equacao 4.37, com os valores de K, e T; calculados no item anterior.

3. Para uma corrente i4(t) = 0 (A), aplique um degrau de amplitude igual
a 10V com inicio em t = 0s. Em seguida, encontre o valor do tempo
de acomodagao (ts) da resposta.

4.3 Comentarios finais

Uma vez obtida uma funcao de transferéncia para o controlador, o passo final
é a sua implementacao no sistema real. A implementagao da fungao de trans-
feréncia 4.37 pode ser feita utilizando dispositivos eletronicos analégicos ou
digitais. Neste laboratério utilizar-se-4 um controlador analégico, deixando
o controlador digital para um laboratério futuro. A implementacdo do con-
trolador no sistema real sera o assunto do préoximo capitulo.
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Capitulo 5

Implementacao do
controlador de velocidade

Neste capitulo trataremos da implementacao do controlador projetado no
capitulo anterior. Como se trata de um laboratério para um primeiro curso
de Sistemas de Controle, serd desenvolvido um controlador analégico, em
cuja construcdo serdo utilizados amplificadores operacionais'. Esses ampli-
ficadores, pelas suas caracteristicas de resposta e preco, sao freqiientemente
utilizados na implementacao de controladores analégicos.

Antes de entrarmos na implementacao do controlador faremos um breve
estudo introdutoério sobre amplificadores operacionais. Neste estudo nao
consideraremos detalhes construtivos (que geralmente é feito nos cursos de
Eletronica), nos preocupando somente com os aspectos externos do dispos-
itivo e com as suas caracteristicas que, quando exploradas, nos permitirao
construir circuitos que tenham um determinado comportamento. Isso sera
realizado na segcao 5.1. Caso o aluno ja possua conhecimentos suficientes
desse assunto, pode omitir esse estudo e caso o aluno deseje obter maiores
detalhes sobre teoria e pratica de amplificadores operacionais deve consul-
tar Graeme et al. (1981). Dotado dos fundamentos necessérios & utilizagao
dos amplificadores operacionais, o passo seguinte serd a construcao de um
circuito eletronico para o controlador, o que sera feito na secao 5.2.

'Este mesmo controlador poderia ser implementado digitalmente, isto é, utilizando-se
computadores digitais.

83
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1 ] [ 1 - NC (nao .conectar)
7 6 5 2 - Entrada inversora
3 - Entrada nao inversora
4 - Tensao de polarizacao (—V,.)

T J [

5-NC

2 3 4 6 - Saida

I [ I B 7 - Tensao de polarizagao(+Ve.)
8 -NC

Figura 5.1: Representacao esquematica de um amplificador operacional

5.1 Amplificadores Operacionais

5.1.1 Conceitos basicos

Amplificadores operacionais s&o amplificadores que tém elevado ganho e séo
geralmente utilizados para amplificar sinais que se estendem sobre uma ampla
faixa de freqiiéncias. Na figura 5.1 estd representado um amplificador opera-
cional de oito pinos, com as respectivas indicacoes das coneccoes que devem
ser efetuadas em cada um dos seus terminais e, na figura 5.2, o simbolo mais
comumente adotado para representd-lo em um circuito. Observe na figura 5.1
o chanfro na parte esquerda do retangulo. Esse chanfro é utilizado nos cir-
cuitos integrados encapsulados para servir como referéncia para a numeragao
dos pinos. Note, ainda na figura 5.1, a necessidade das tensoes externas de
polarizacao (£Veoe), que sao devidas ao fato dos amplicadores operacionais
serem, na verdade, circuitos integrados construidos com diversos estagios de
transistores, que devem, portanto, ser polarizados.

A maioria dos amplificadores operacionais possui dois terminais de en-
trada e um terminal de saida, conforme representado na figura 5.2. A en-
trada (-) é denominada inversora enquanto a entrada (+) ’e chamada nao-
inversora. Isto faz com que esses amplificadores sejam conhecidos como difer-
enciais, uma vez a tensao de saida é proporcional a diferenca entre as tensoes
aplicadas nos seus terminais de entrada. Utilizando-se a notacao da figura
5.2, essa caracteristica é matematicamente descrita pela seguinte equagao:

Vo = A(UQ - ’Ul) (51)

onde A é o ganho de malha aberta (A > 45.000), sendo definido pelos tran-
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ot ‘Uo(t)

’Uo(t) = A(Ul — ’02)
Figura 5.2: Simbologia adotada para amplificadores operacionais

sistores internos do amplificador. Usualmente, na pratica, este ganho é con-
siderado infinito (A — o0). Outras caracteristicas, geralmente adotadas na
pratica sao: (i) vg = 0 quando v; = vy (tensdo ‘offset’ de entrada nula);
(i) impedancia de entrada infinita, que permite baixa ou nenhuma inter-
feréncia com os elementos colocados em cascata no circuito (Z;, = 00); (iii)
impedéncia de saida nula (Z,,; = 0); (iv) largura de faixa infinita; e (v)
atraso de resposta nulo. Na tabela 5.1 sao mostrados os valores reais de
algumas dessas grandezas para os amplificadores operacionais 741 e LF356.
E importante ressaltar que o valor da impedéncia de entrada para o LF356
‘e aproximadamente 10'2(), isto é, praticamente infinita?. Em face disso,
o LF356 sera utilizado na implementacao do controlador de velocidade do
grupo motor-gerador.

5.1.2 Configuragoes basicas

A configuragdo em malha aberta da figura 5.2 é raramente utilada. Ao se
construir um circuito utilizando um amplificador operacional sdo geralmente
utilizados outros elementos de circuitos (resistores, capacitores, indutores,
etc) para formar redes de realimentagao. Essas configuragoes fardo com que
0 novo circuito tenha caracteristicas diferentes daquelas do amplificador em
malha aberta, como por exemplo: modificagoes do ganho, da resposta em

2 ~ . N . . .
A razdo dessa elevada impedancia de entrada reside no fato desse amplificador ser
construido com transistores de efeito de campo.
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741 | LF356
Ganho de malha aberta (V/mV) | 200 | 200
Tensao ‘offset’ de entrada (mV) 2 3
Impedéncia de entrada (M) 2 10°
Tensao de polarizagao (V') +15 | +£15
Banda passante (M H z) 1 1
Corrente de saida méxima (mA) 5 5

Tabela 5.1: Caracteristicas dos amplificadores operacionais 741 e LF356

freqiiéncia e a possibilidade de se efetuar operagoes matematicas como soma,
integragao, derivacao e etc. Algumas dessas configuragoes sao apresentadas
a seguir:

Circuito inversor

Considere o circuito da figura 5.3. Aplicando-se a lei das correntes de Kirch-
hoff ao n6 1 e lembrando que, como o amplificador operacional tem impedéan-
cia de entrada infinita, a corrente que flui para a entrada inversora é nula,

pode-se escrever:

e;(t)—es(t eo(t)—es(t
()Ri ) 4 ()Rf ® _ g

(5.2)
eo(t) = —Aes(t) (A — o0)
Substituindo es(t) = —e,(t)/A na primeira equacao, resulta:
ei(t) 1 R; Rf
Wt)(— + L+ 2y =0, .
R +e()(Rf+A+A) 0 (5.3)
Finalmente, fazendo A — oo, obtém-se:
R
eo(t) = —éei(t) (5.4)

As seguintes observagoes podem ser feitas a partir da equagao 5.4 acima:
(i) o ganho nao é mais determinado pelo amplificador e sim pelos elementos
externos R; e Ry; (ii) quando o sinal de entrada for limitado, isto ¢, |e1 ()| <
E;, tem-se que |eg(t)| < (Ry/R;)E; = Ep e, portanto limitado. Como A —
oo, resulta:
leo(t)]

les(t)] = —— — 0. (5.5)
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es(t)

€; (t) +
eo(t)

Figura 5.3: Circuito inversor

Por essa razao, os terminais referentes as entradas inversora e nao-inversora
sao dito estarem em terra virtual, isto é, para efeitos de andlises de redes
contendo amplificadores, e;(t) pode ser feito identicamente nulo.

Circuito nao-inversor

Considere agora o circuito da figura 5.4(a), que difere do circuito inversor da
figura 5.3 principalmente pelo fato do sinal externo e;(t) estar agora conec-
tado & entrada nao-inversora. Aplicando a lei das correntes de Kirchhoff ao
né 1 e levando em conta os fatos de que a corrente que entra no amplicador
operacional é nula e que os terminais + e — estdo em terra virtual pode-se

escrever: 0 0 0
€ ei(l) — €
=0. 5.6
R (5.6)
Apés algumas manipulacoes algébricas simples, obtém-se:
R;+ R;
eolt) = %ei(t) (5.7)

Note, na equagao 5.7 acima que o ganho de malha fechada sera sempre maior
ou igual a 1 e ¢, mais uma vez, determinado por R; e Ry. Observe ainda
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Ry
AVAVA

R;
1

eo(t eolt
et ‘ (t) i) ‘ (t)

(a) (b)
Figura 5.4: (a) Circuito nao-inversor; (b) Seguidor de tensao

que, se Ry é feito igual a zero (curto-circuito) e R; = oo (circuito aberto),
conforme mostrado na figura 5.4(b), tem-se que o ganho serd exatamente
igual a 1. Nesse caso, o amplificador atua como um ‘seguidor de tensao’, isto
é, a tensdo de saida segue exatamente a tensdo de entrada. A configuracao
de seguidor de tensao é largamente utilizada para prover isolamento entre os
sinais da fonte e da carga, evitando assim interacgoes indesejaveis.

Circuito comparador

Uma das maneiras de se fazer a comparagao entre dois sinais é utilizando-se
o circuito da figura 5.5. Aplicando-se a lei das correntes de Kirchhoff ao né
A e lembrando que os pontos A e B tém o mesmo potencial (terra virtual),
pode-se escrever:

ep(t) =ea(t) = RQRTB&eQ(t)

(5.8)
el(t)};@B(t) + eo(t)ng(t) —0.
Apés algumas manipulacoes algébricas elementares, obtém-se:
Rf(Rz + R3) R3(Ry + Rf)
W)= -2 T e () = T (). 5.9

Finalmente, fazendo Ry = Ry = R3 = Ry = R na equacao 5.9 acima, resulta:

eo(t) = eat) — er(t). (5.10)
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€9 (t) UB (t) R3

@
—
—
o~
S~—
B ———

Ry
+
|eo(t)

Figura 5.5: Circuito comparador genérico

Deve ser ressaltado que, na pratica, é quase impossivel ter quatro resis-
tores de valores exatamente iguais e, portanto, a igualdade (5.10) nao pode,
a principio, ser implementada fisicamente. Este problema pode ser superado
inserindo-se potenciémetros de valores R{, R, Iy e Ry em série com os re-
sistores 71, R, R3 e Ry. Esses potenciometros devem ser ajustados de tal
sorte que Ry + Ry = Ry + Ry = R3 + Ry = Ry + R} Para se verificar de que
a igualdade (5.10) estd sendo verificada (a menos de um ‘offset’), aplica-se
sinais iguais em eq(t) e ea(t) e mede-se o sinal e,(t), que nesse caso deve ser
aproximadamente igual a zero (a menos de um ‘offset’).

Circuito integrador

O circuito da figura 5.6(a) representa uma maneira de se calcular analogica-
mente a integral de um sinal. Pode-se mostrar que a funcao de transferéncia
do circuito é dada por:
Eo(s) 1
Ei(s)  RiCys

(5.11)

e, portanto,

eo(t) = —— /O es(\)dA. (5.12)
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Cy

| [

10
I AN

Ry

(a) (b)
Figura 5.6: Circuitos integradores: (a) ideal; (b) prético.

A realimentacdo composta unicamente por um capacitor torna a con-
figuragao da figura 5.6(a) bastante sensivel para alguns amplificadores ope-
racionais (inclusive o 741), o que torna a sua implementagao problematica.
Para solucionar este problema, introduz-se um resistor em paralelo com o
capacitor, conforme representado na figura 5.6(b). Neste caso, a fungao de
transferéncia do sistema passa a ser a seguinte:

E,(s) Ry 1
= 1
E;(s) R; RyCys+1 (5.13)

cujas assintotas do diagrama de médulo de Bode estao representadas na figura
5.7. Note que aumentando-se o valor do resistor R, o p6lo —1/R¢C se apro-
xima de zero ao mesmo tempo em que o ganho DC torna-se cada vez maior.
Nestas condigoes, a resposta em frequiiéncia do sistema assemelha-se cada vez
mais & de um integrador ideal e, portanto, o circuito da figura 5.6(b) pode
ser usado com razodavel precisao para se efetuar a integracdo de um sinal.

Circuito derivador

A derivagao de um sinal analégico pode ser feita idealmente utilizando-se o
circuito da figura 5.8(a). Para esse circuito, tem-se que:

%@:—@@%mw (5.14)
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FEo(jw
‘ E'zgw)) ’dB

201og %f

w(log)

1/R¢Cy

Figura 5.7: Assintotas do diagrama de mddulo de Bode para o circuito inte-
grador pratico da figura 5.6(b)

Ry Ry

eo(t

~—
_—

(a) (b)

Figura 5.8: Circuitos derivadores: (a) ideal; (b) prético

A utilizacdo desse circuito como um derivador pode trazer sérios proble-
mas no que se refere a sinais com componentes de freqiiéncias muito altas,
uma vez que tais sinais seriam amplificados por valores infinitos (pelo menos
teoricamente). Para solucionar este problema, faz-se uso do circuito da figura
5.8(b), cuja funcao de transferéncia é dada por:

EO(S) SRfCi

= — N

cujas assintotas do diagrama de médulo de Bode estao representadas na figura
5.9. Note que, diminuindo R;, o pélo —1/R;C; se afasta cada vez mais de
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Eo(jw) ’

E;(jw) 4B

201og %f

w(log)

Figura 5.9: Assintotas do diagrama de mddulo de Bode para o circuito
derivador prético da figura 5.8(b)

zero, fazendo com que o ganho de alta freqliéncia aumente, o que torna a
resposta em freqiiéncia desse sistema mais proxima daquela de um derivador
ideal. Assim sendo, o circuito da figura 5.8(b) pode ser utilizado para se
efetuar a derivagao de um sinal.

Um circuito para controladores PID

Um circuito cuja saida e,(t) é proporcional a entrada e;(t), a sua integral e
a sua derivada, isto é,

I d
eo(t) = K (ei(t) + —/ ei(A)d\ + Td—ei(t)) (5.16)
T Jo dt
estd representado na figura 5.10. Pode-se mostrar que
Ry
K. =
p RZ
T, = R;C; (5.17)
T, = R;Cy.

para T; >> Ty.

Em geral, os valores de K, T; e T;; sao determinados durante a fase de
projeto do controlador. O problema passa, entao, a ser o de encontrar R;,
Ry, C; e Cy de tal forma que o circuito do controlador PID tenha valores
de K, T; e T;; o mais préximo possivel dos valores calculados teoricamente.
Para tanto, deve-se resolver o sistema de trés equagoes e quatro incégnitas
(5.17). O numero maior de incégnitas, faz com que a escolha dos valores
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Ry Cy
— AN

w| ]
’ ‘ eo(t)

Figura 5.10: Circuito para controladores PID

Ty K (s) e Gls) [

Figura 5.11: Diagrama de blocos correspondente ao sistema de controle do
grupo motor-gerador

das capacitancias e resisténcias nao seja unica, o que é bom do ponto de
vista préatico, uma vez que pode-se ‘jogar’ com os capacitores e resistores
disponiveis no laboratoério.

5.2 Controlador automatico de velocidade

Apés a breve introducao sobre amplificadores operacionais apresentada na
secao anterior, estamos em condicoes de construir um circuito eletronico
analégio para o controlador de velocidade do grupo motor-gerador. O di-
agrama de blocos para o sistema estd representado na figura 5.11, onde G(s)
representa a funcao de transferéncia da planta e

K(s)= K, % - K, (1 + i) (5.18)

s T;s
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o0—— ™ Controlador "1 Amplificador —o— Grupo
Ut (t) Comparador ontrolador de Motor-
o PID | o | Poténcia o | gerador

Figura 5.12: Representagao esquemaética do sistema de controle de velocidade
do grupo motor-gerador

onde os valores de K, e T; foram determinados ao final do capitulo 4.

A partir do diagrama da figura 5.11, vé-se que a implementagao do sis-
tema de controle requer a construcao de um circuito comparador e de um
circuito para o controlador PID. Em principio, nenhum outro elemento seria
necessario e bastaria o engenheiro de controle conectar a saida do controlador
ao motor. Porém, amplificadores operacionais tém corrente de saida muito
baixa (aproximadamente 5mA, conforme mostrado na tabela 5.1). Isto faz
com que seja necessario acoplar na saida do amplificador operacional um am-
plificador de poténcia para poder ‘drenar’ a corrente necessaria para o motor,
o que faz com que a implementacgao do sistema de controle de velocidade para
o grupo motor-gerador seja feita conforme mostrado no diagrama de blocos
da figura 5.12

5.2.1 Implementacao do comparador

O circuito utilizado para se efetuar a comparacao entre o sinal de referéncia
(vt (t)) € o sinal do tacometro (v¢(t)) serd aquele representado na figura 5.5.
Para sua implementacao, proceda da seguinte formas:

1. Selecione quatro resistores de mesmo valor (de acordo com seu cédigo
de barras coloridas) com valores entre 1kQ e 10k2. Valores de resistores
mais baixo que os sugeridos podem levar o amplificador a nao executar
exatamente a operagao que dele esperamos.

2. Mega a resisténcia de cada um dos resistores R;, Ry, R3 e R4 e anote-as.

3. Ajuste os quatro potenciémetros R}, R), Rj e R/ de tal modo que
Ri+ Ry =Ry + Ry =Rs+ Ry = Ry + R}
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4. Monte o circuito da figura 5.5 utilizando um amplificador LF356, efe-
tuando-se as conecgdes de seus terminais de acordo com a figura 5.1.
Lembre-se de que o amplicador deve ser polarizado com as tensoes de
+15V (ver tabela 5.1).

5. Para verificar se o circuito somador estd, de fato, efetuando a subtracao
dos sinais, aplique sinais iguais a ambos os terminais. Isto pode ser feito,
por exemplo, conectando-se ambas as entradas ao ponto de potencial
zero (terra). Neste caso, de acordo com a tabela 5.1 a tensao ‘offset’” de
saida devera ser de, aproximadamente, 2mV . Caso a tensao seja muito
maior que 2mV, varie suavimente cada um potencidmetro, observando
se tal movimento implica numa diminui¢ao da tensao de saida. Termine
este procedimento quando a tensao de saida se aproximar de 2mV ou
quando qualquer variacao no potenciometro resultar num aumento da
tensao de ‘offset’.

6. Finalmente, como e,(t) = ea(t) — e1(t) (equagdo 5.10), faga ei(t) =
v(t) (a tensao de saida do tacOometro) e ea(t) = wv4,(t) (a tensdo de
referéncia).

5.2.2 Implementagao do controlador

O circuito da figura 5.10 permite a implementacao de um controlador PID.
Porém, o controlador de velocidade desenvolvido ao final do capitulo 4 é
do tipo PI. Assim sendo, caso o circuito da figura 5.10 seja usado para a
implementacao do controlador da equagao 5.18, o ganho derivativo deve ser
feito igual a zero. Com isso em mente, proceda da seguinte forma para a
implementacao do controlador:

1. Faca, inicialmente, C; = 0F. Em seguida, utilizando um resistor R de
aproximadamente 10k§2, encontre um capacitor C'y e um resistor R;, de
tal forma que, a partir das equacoes 5.17, sejam obtidos valores de K,
e T; aproximadamente iguais aos encontrados no final do capitulo 4.

2. Utilizando um amplificador LF356 monte o circuito da figura 5.10.

3. Para verificar se o controlador PI foi, de fato, implementado correta-
mente, aplique ao controlador um sinal de onda quadrada de freqiiéncia
igual a 0, 3H z, amplitude igual a 1V e valor médio igual a zero. Como o
circuito tem acoes proporcional e integral, o sinal de saida deve ser uma
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rampa com inclinacao definida pela constante de tempo de integracao,
T;, e deslocada verticalmente, sendo este deslocamente determinado
pelo ganho proporcional.

5.2.3 Amplificador de poténcia

O amplificador de poténcia utilizado no laboratério é também inversor e
tem um ganho igual a cinco. Portanto, o aluno deve tomar o cuidado de
certificar-se de que o ganho em malha aberta do sistema real (somador + PI
+ amplificador de poténcia) seja igual ao projetado e as inversoes levem a
uma realimentacao negativa.

5.3 Experimento final: funcionamento do sistema
de controle

Implementados o comparador e o controlador PI e tendo sido feito o ajuste
para que o amplificador de poténcia tenha ganho igual a —1, estamos em
condigoes de verificar na pratica se o sistema de controle projetado ird fun-
cionar satisfatoriamente. Para tanto proceda da seguinte forma:

1. Conecte o terminal de saida do comparador ao ponto correspondente
a entrada do controlador PI e a saida do controlador PI a entrada do
amplificador de poténcia. Conecte ainda a saida do tacometro a entrada
correspondente do circuito comparador.

2. Aplique um sinal de onda quadrada de freqiiéncia igual a 0.3H z, ampli-
tude igual a 9V e tensdao minima igual a zero ao terminal do comparador
correspondente a tensao de referéncia.

3. Conecte a saida do amplificador de poténcia aos terminais do motor
e observe no osciloscépio os sinais de referéncia (v, (t)) e da saida do
tacometro (v4(t)). Responda as seguintes questoes:

(i) Houve rastreamento do sinal de referéncia?

(i) Em caso afirmativo, qual o tempo de acomodagao aproximado da
resposta?

(#ii) O tempo de acomodagao para o sistema real estd préximo daquele
obtido durante a simulacao realizada no capitulo 47
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4. Conecte agora uma carga nos terminais do gerador e feche este circuito
num instante préximo do meio do pulso. Verifique se o sistema rejeita
esta perturbacao assim como na simulacao realizada no capitulo 4.

5.4 Comentarios finais

Este laboratério procurou abordar do ponto de vista pratico, os principais
conceitos introduzidos na disciplina Sistemas de Controle I. Espera-se que os
alunos tenham verificado que o ferramental teérico pode ser aplicado, efe-
tivamente, na pratica, para levar o sistema real a ter um comportamento
bastante préoximo daquele previsto durante a simulagdo. Outro aspecto a
ser ressaltado, ao fim desse curso, é que as ferramentas utilizadas na identi-
ficacdo da fungao de transferéncia do grupo motor-gerador e no projeto do
controlador de velocidade nao se aplicam somente ao sistema utilizado nesse
laboratoério, podendo ser utilizadas em uma grande variedade de outros sis-
temas fisicos e devem se usadas no futuro quando ao aluno for solicitado o
projeto de um sistema de controle.
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CAPITULO 5. IMPLEMENTACAO DO CONTROLADOR
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